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Prefazione

La scelta del titolo di questo libro richiede qualche spiegazione.
“Con gli occhi negli occhi di Brouwer” potrebbe, infatti, dare
I’impressione di un progetto finalizzato ad approfondire il solo pen-
siero dell’autore, nel solco scavato da lui, ammaliati dalla sua per-
sonalita.

Naturalmente, se il nome di Brouwer viene reso esplicito nel ti-
tolo, cio significa che chi scrive apprezza in modo profondo
I’intuizionismo Brouweriano e ne vuole tenere conto nell’indagine
che si appresta a fare. Tuttavia, questo punto di partenza non costi-
tuisce un accecamento, un indossare un paraocchi. Significa esplici-
tare una propria convinzione, per onesta, con la consapevolezza che
non esiste un osservatorio neutro sul mondo e che, dunque, sia im-
portante essere coscienti e rendere gli altri edotti della propria pro-
spettiva di osservazione. Non ¢ un arrocco, ma ¢ 1’esplicitazione di
una prospettiva, che ¢ un punto di partenza, un luogo di apertura
all’analisi di altre prospettive.

Nell’immagine degli occhi puntati sugli occhi di Brouwer sono
racchiusi propositi di serio confronto fra 1’intuizionismo e alcune
proposte innovative di filosofia della matematica contemporanea.

Questo comporta in primo luogo il riconoscimento che
I’intuizionismo, almeno nella sua prima fase storica, non ¢ stato
I’intuizionismo del solo Brouwer, ma anche 1’intuizionismo del suo
allievo Arend Heyting. I due autori, infatti, hanno avuto opinioni
molto differenti sul ruolo che la filosofia deve o puo avere nel rela-
zionarsi con la matematica e ci si puo, naturalmente e a buon ragio-
ne, aspettare che cio abbia delle ricadute significative nella nostra
indagine. Quindi, occorre, ogniqualvolta si procede a un confronto
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con nuove filosofie della matematica, tenere presente le due diverse
impostazioni dei due autori.

In secondo luogo, I’impegno alla serieta esplicitato nel titolo esige
la verifica che nell’elaborazione delle filosofie della matematica in
questione sia stata tenuta presente 1’esistenza dell’intuizionismo, con
la sua carica teoretica. Se questa ¢ stata trascurata, diventa partico-
larmente significativo vedere quali conseguenze avrebbe sulla filo-
sofia in questione anche la mera presa d’atto dell’“evento intuizio-
nismo”.

Infine, occorre un’analisi di cid che delle nuove filosofie della
matematica pud essere accettato, magari previo rielaborazione,
dall’intuizionismo, perché esso, come tutte le correnti di pensiero
innovativo, non ¢ un tutto compiuto, perfettamente organico, ma
contiene elementi discutibili, dubbio o oscuri e, dunque, potrebbe
essere migliorato e arricchito da integrazioni e suggerimenti esterni.

Si tratta, pertanto, di un percorso attraverso la filosofia della ma-
tematica contemporanea, nelle sue linee piu innovative. Ho, infatti,
scelto di esplorare un terreno che andasse oltre le tematiche delle
scuole fondazionali in quanto tali e oltre il dibattito intorno al pla-
tonismo, con i quali mi sono gia piu volte confrontata. Per questo,
ho individuato come punti di riferimento originali e stimolanti per il
confronto con ’intuizionismo i contributi che il cognitivismo, il
“nuovo” platonismo di Alain Badiou, il naturalismo di P. Maddy e
la fenomenologia hanno pensato di dare nell’ultimo decennio alla
filosofia della matematica.

E un’occasione per visitare altri punti di vista, recenti, coglierne
gli spunti piu promettenti, individuarne i punti deboli, da intuizioni-
sta appassionata, ma sempre pronta alla (auto)critica.

Il volume, dunque, si articola in due capitoli iniziali, in cui pre-
sento, rispettivamente, il pensiero di Brouwer e quello di Heyting.
Seguono quattro capitoli, dedicati, ciascuno, ai contributi alla filo-
sofia della matematica di Penelope Maddy, Alain Badiou, Stanislas
Dehaene e George Lakoff (quest’ultimo, con Rafael Nuiez). In es-
si, analizzo le varie posizioni, confrontandole con I’intuizionismo
storico di Brouwer e di Heyting. Negli ultimi due capitoli, invece,
considero la proposta recente di sostenere I’intuizionismo attraverso
la fenomenologia, testando tale proposta col pensiero di Brouwer e
di Heyting, presi separatamente.

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



Prefazione 11

Nelle riflessioni finali cerco di capire quanto dei nuovi contributi
alla filosofia della matematica possa essere recepito (e con quali
conseguenze) dall’intuizionismo!.
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13

1. L.E.J. Brouwer: un mistico spigoloso

1.1 La Weltanschauung di Brouwer

Il punto di partenza di Brouwer ¢ stata la sua convinzione mistica.
Cio non ha certamente giovato alla sua immagine, né a quella della
sua creazione matematica, 1’intuizionismo, perché offriva una scusa
fin troppo facile e banale a chi non voleva saperne della sua impo-
stazione della matematica: non vale la pena perderci tempo, perché
“fa parte” del suo modo un po’ strano di vedere il mondo. E perfino
a distanza di anni dalla sua morte, ha fatto “scoop” in Olanda, nel
1982, la serie giornalistica firmata da Rudy Kousbroek, in cui veni-
va riscoperta la tendenza mistica del grande matematico nazionale.
Tuttavia, € bene ricordarsene, anziché cercare di sorvolare sul dato
di fatto o di giustificarlo, e nel seguito vedremo perché ¢ bene.
Misticismo puo voler dire tante cose. Nel caso di Brouwer signi-
ficava la profonda convinzione che I’interiorita fosse la vera, unica
sede di una possibile serenita per ’'uomo. Questo comportava una
sorta di diffidenza e a volte condanna per tutte le attivita indirizzate
verso ’esterno. In primis per tutte le forme di dominio sulla natura:
le dighe, glorie locali, vengono viste come un esempio tipico di una
prepotenza sulla natura, che prima o poi si verra a ritorcere
sull’umanita che 1’ha architettata. Anche i rapporti fra persone ven-
gono guardati con sospetto: solo in rari casi, di anime condivise, si
possono realizzare momenti di comprensione, in un linguaggio che
non ¢& verbale né gestuale, ma, diremmo ora, empatico. E il linguag-
gio dell’ineffabile, ossimoro classico della letteratura mistica. Al-
trimenti, nei casi pit comuni, quotidiani, la comunicazione ¢ diffici-
le: ci sono in gioco due volonta e uno strumento, il linguaggio, che
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cerca di persuadere e che, in ultima analisi, per cio che riguarda i
contenuti concettuali, € strumento di controllo della sua stessa effi-
cacia: un mezzo non completamente affidabile, dunque.

Cosa ha a che fare tutto cid con la matematica? Da un lato, la
matematica ha una sua applicativita, alla fisica, e spesso suoi rami
vengono coltivati proprio con questo scopo. Brouwer, infatti, de-
scrive nel 1948 la matematica all’interno delle fasi attraversate dalla
coscienza per passare dalla sua intimitd al mondo esteriore. Parte
dalla coscienza che oscilla fra quiete e sensazione: lo stato di sensa-
zione permette il movimento del tempo con cui la coscienza con-
serva una precedente sensazione come “‘passata”. Attraverso la di-
stinzione presente-passato, la coscienza diviene “mente” e, in quan-
to tale, svolge la funzione di soggetto che sperimenta il passato e il
presente come oggetti, e prende le distanze da essi. La mente spe-
rimenta anche 1’“attenzione causale”, che identifica complessi itera-
tivi di sensazioni. Tramite ’attenzione causale, I’'uomo pud porsi
dei fini e provocare le cause opportune per ottenerli. Essa porta a
identificare complessi di sensazioni che sono totalmente estranei al
soggetto, e sono chiamati “cose”. Tra questi, ci sono anche gli altri
individui, cioé¢ “human bodies”, identificabili come cause di com-
plessi iterativi: gli altri, dunque, sono per noi complessi di sensa-
zioni che possono essere all’origine di una sequenza causale, quan-
do questa ¢ riferibile all’azione di un soggetto. Non possiamo per-
cepire gli altri come “menti”, perché “mente” ¢ percezione di sen-
sazioni, non ¢ essa stessa una sensazione. Per percepire gli altri co-
me menti, dovremmo ipotizzare una “mente di secondo ordine” ad
hoc, che, perd, non ¢ sostenuta da nessun dato introspettivo. Brou-
wer, inoltre, definisce 1’anima (soul) come “the whole of egoic sen-
sations indissolubly connected with an individual” e dice che ¢
“rather latent, but manifest in sensations of vocation and ispiration”
(1975, pp. 480-481).

Il pensiero scientifico, inteso come catalogazione di gruppi este-
si di successioni causali, e che fa uso della matematica proiettando
successioni causali su sottosistemi di sistemi di matematica pura
(quali, ad esempio, la geometria euclidea) ha luogo in una fase ulte-
riore, € prevede la cooperazione fra persone.

La matematica dunque, in questo percorso della coscienza verso
[’esteriorita compare nella fase applicativa. Nel testo del 1929
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“Mathematik, Wissenschaft und Sprache”, Brouwer aveva sottoli-
neato con un’apposita terminologia la presenza della matematica in
questo percorso. Aveva, infatti, denominato (1929, p. 417) “osser-
vazione matematica” (“mathematische Betrachtung”) il primo degli
atti di volonta umana al servizio dell’autoconservazione, cio¢ quello
che si articolava nell’individuazione del movimento del tempo (che
preciseremo meglio tra poco) — detta “zeitliche Einstellung”, atteg-
giamento temporale — e dei complessi di sensazioni — detta “kausale
Einstellung”, atteggiamento causale. E aveva denominato (1929, p.
418) “azione matematica” — “mathematische Handlung” — I’azione
causale.

Matematica come applicazione, quindi. Ma non solo. La mate-
matica ¢ simbolismo, dunque ¢ linguaggio. Se queste due caratteriz-
zazioni dovessero essere essenziali o esaustive della matematica, essa
sarebbe da evitare, nell’ottica mistica, in quanto strettamente collega-
ta ad attivita che mirano verso I’esterno. Puo essere altro? Puo sal-
varsi dall’utilizzo verso 1’esteriorita? Brouwer risponde positiva-
mente: la matematica pud essere coltivata per se stessa (senza fina-
lita applicative) e facendola evolvere interiormente, attraverso co-
struzioni mentali, a partire dall’intuizione del tempo. Certo, il tempo
puo servire anche a scandire i ritmi del sociale o a misurare gli e-
sperimenti in laboratorio, ma la sua possibile peccaminosita puo es-
sere repressa, per ottenere i numeri naturali e il continuo. Il lin-
guaggio non ¢ garante dell’esattezza matematica, e viene accettato,
non apertamente, un po’ a denti stretti, nei suoi ultimi scritti, come
un sostegno per la memoria, a testimonianza del fatto che la mate-
matica, la sua verita, la sua certezza, sono solo nell’atto mentale.

Nel suo riferirsi al tempo, Brouwer, perlomeno nella tesi, dice di
ispirarsi a Kant, anche se la costituzione del numero nell’ambito
dell’intuizione temporale in Kant ¢ molto piu complessa che non in
Brouwer. Il suo relatore di tesi, D.J. Korteweg, 1’aveva messo in
guardia da un uso troppo disinvolto di riferimenti a Kant, ma
Brouwer lo rassicur0o in una lettera datata 05.11.1906 asserendo
(Van Stigt 1990, p. 490):
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Finally, you said on Sunday that you were not at all sure that I had
studied that thoroughly enough to pass a judgement. Of course, I
cannot supply you with that certainty but I can tell you that I have
read the Kritik der reinen Vernunft in its entirety and many parts
repeatedly and thoroughly (in particular, those relevant for my dis-
sertation).

Egli era principalmente interessato al concetto di ‘a priori’ in en-
trambe le sue accezioni: “indipendente dall’esperienza” e “condi-
zione necessaria per la scienza”. Nella sua tesi del 1907 Over der
grondslagen der wiskunde (Sui fondamenti della matematica), trat-
tando il concetto di a priori, egli defini ‘a priori’:

Only that one thing which is common to all mathematics and is on
the other hand sufficient to build up all mathematics, namely the in-
tuition of the many-oneness, the basic intuition of mathematics.
And since in this intuition we become conscious of time as change
per se, we can state: the only a priori of science is time (1975, p. 61).

In questo contesto, egli accettava anche la tesi di Kant:

The perception of an external world by means of a three-domensional
Euclidean space is an invariabile attribute of the human intellect; an-
other perception of an external world for the same human being is a
contradictory assumption (Brouwer 1975, p. 68).

Egli presento le premesse di Kant che gli servivano di base per la
sua tesi: 1) noi non otteniamo esperienze esterne ad esclusione di
quelle collocate in uno spazio empirico, € non possiamo immagina-
re quelle esperienze separate dallo spazio empirico; 2) per lo spazio
empirico ¢ valida la geometria euclidea. Brouwer aggiunse che, an-
che se si accettano queste premesse (1975, p. 68):

We can advance the following argument against the conclusion:
cannot the human intellect be organized as well in such a way that I
can place the conception of an external world in other receptacles,
without this being realized in practice; for instance because little
effect can be obtained from it and consequently our capacity for it
receives very little practice?
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Successivamente, Brouwer abbandono la fiducia nell’apriorita dello
spazio!. Infatti, due anni piu tardi, in Het wezen der meetkunde (La
natura della geometria), egli affermo (1975, p. 116) che c’¢ una
forma della percezione a priori per tutto il mondo dell’esperienza,
in quanto qualunque esperienza ¢ percepita come cambiamento. A-
straendo da questa, si ottiene I’intuizione del tempo (o del “due in
uno”). Qui I’intuizione del tempo ¢ la forma a priori di qualunque
percezione, e si ottiene cercando nelle percezioni del cambiamento
cio che hanno in comune. Permane, dunque, solo ’accettazione
dell’apriorita del tempo, che viene presentata in maniera differente
nei suoi vari testi. Anche il riferimento a Kant, poi, scompare. Nella
tesi, Brouwer aveva affermato che la matematica si sviluppa da una
singola intuizione di base apriori, che puo essere chiamata inva-
rianza nel cambiamento come pure unita nella molteplicita (1975 p.
97), sottolineando, in nota, che:

The first act of construction has two discrete things thought to-
gether [...]; F. Meyer says that one thing is sufficient, because the
circumstance that I think of it can be added as a second thing; this
is false, for exactly this adding (i.e. setting it while the former is re-
tained) presupposes the intuition of two-ity;, only afterwards this
simplest mathematical system is projected on the first thing and the
ego which thinks the thing.

In Het wezen der meetkunde (La natura della geometria), del 1909,
egli affermava (1975, p. 116) che c’¢ una forma della percezione a
priori per tutto il mondo dell’esperienza, in quanto qualunque espe-

I Le spiegazioni del cambiamento che egli diede furono il riconoscimento che
I’esperienza esterna si ottiene indipendentemente da qualunque concezione di spa-
zio e la convinzione che I’esistenza delle geometrie non euclidee tolga necessita
alla geometria euclidea. Tuttavia, G. Pretto e G. Sambin (1982) formulano I’ipotesi
che tale cambiamento sarebbe apparso necessario all’autore per rendere plausibile
il suo progetto di redenzione mistica dell’umanita. L’esistenza di un apriori spazia-
le avrebbe reso necessaria 1’uscita dell’uomo dal Sé, dannandolo irreparabilmente,
in quanto la felicita, secondo la tradizione mistica, puo essere ottenuta dall’uomo
solo chiudendosi all’interno del S¢. Si noti che la fedelta all’intuizione nel costrui-
re la matematica rientra proprio in questo progetto, in quanto ripiega 1’'uomo
all’interno del Sé.
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rienza ¢ percepita come cambiamento. Astraendo da questa, si ot-
tiene I’intuizione del tempo (o del due in uno).

Nel 1912, in Intuitionisme en formalisme (Intuizionismo e for-
malismo), egli introdusse quello che denomino (1975, p. 127) il ‘fe-
nomeno fondamentale dell’intelletto umano’: il distinguersi dei
momenti di vita in parti qualitativamente differenti che devono es-
sere riunite ma che sono separate dal tempo. Il fenomeno fonda-
mentale della matematica, cio€ 1’intuizione della duo-unita, € otte-
nuto dal precedente astraendo dal suo contenuto emozionale.

Nel testo del 1929, Mathematik, Wissenschaft und Sprache egli
parlo dell’astrazione matematica, come di cio che consente di priva-
re (beraubt) la duita del suo contenuto e di trattarla come pura for-
ma, substrato comune di tutte le duita. Denomind questo substrato
la Urintuition der Mathematik (p. 154).

Nel 1947, in Richtlijnen der intuitionistische wiskunde (Direttive
principali della matematica intuizionista), egli scrisse che la mate-
matica intuizionista € una costruzione mentale, essenzialmente in-
dipendente dal linguaggio. Essa viene ad esistere per auto-
dispiegamento dell’intuizione di base della matematica, che consi-
ste nell’astrazione della duo-unita (1975, p. 477).

Infine, nel 1952, in Historical background, principles and meth-
ods of intuitionism, egli chiari che I’intuizione di base della mate-
matica, la forma vuota del substrato comune della duo-unita, si ot-
tiene astraendo dalle qualita (1975, p. 510). La duo-unita ¢ ottenuta
come nel 1929, cio€ un momento di vita si scinde in due cose diver-
se, la prima lascia il posto all’altra ma rimane conservata dalla me-
moria.

Come si vede, la principale variazione riguarda 1’espressione
‘intuizione del tempo’. Infatti, il suo significato oscilla fra la facolta
che coglie la duo-unita (cioé 1’essere fonte della coscienza della
duo-unitd) e la duo-unita stessa. Quest’ultimo significato ¢ quello
prevalente. Dunque, il senso kantiano della parola intuizione rimane
per l’intuizione del tempo come substrato comune della nostra per-
cezione del tempo, attributo invariabile dell’intelletto umano, in vir-
tu della sua organizzazione, a priori in quanto (indipendente
dall’esperienza e) condizione necessaria per la matematica e per
qualunque scienza. In questo senso Brouwer identifico la matemati-
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ca, in quanto autodispiegamento della duo-unita, con il pensiero
stesso.

La matematica Brouweriana, poi, a partire dall’intuizione della
duo-unitd (intuizione nel suo secondo significato) si sviluppa se-
guendo quella che Brouwer chiama ’direct intuition’ (1975, p. 75) o
“introspective construction” (p. 488). Essa si accompagna ad un
“feeling of complete satisfaction [...] fundamentally identical to
what I call the ‘sentiment of mathematical truth’, which I consider
the only criterion of true mathematics” (Brouwer 1975, p. 452).

1.2 Oltre i numeri naturali

Nella tesi di dottorato e, in generale, fino al 1914, Brouwer riteneva
che I’intuizione temporale fondasse il continuo nella sua totalitda ma
non garantisse la possibilita d’individuarne tutti i punti singolar-
mente. Il continuo ¢ cosi descritto nel I capitolo della sua tesi
(1975, p. 17):

In the following chapters we shall go further into the basic intuition
of mathematics (and of every intellectual activity) as the substra-
tum, divested of all quality, of any perception of change, a unity of
continuity and discreteness, a possibility of thinking together sev-
eral entities, connected by a ‘between’, which is never exausted by
the insertion of new entities. Since continuity and discreteness oc-
cur as inseparable complements, both having equal rights and being
equally clear, it is impossible to avoid one of them as a primitive
entity, trying to construe it from the other one, the latter being put
forward as self sufficient in fact it is impossible to consider it as
self sufficient. Having recognised that the intuition of continuity, of
‘fluidity’, is as primitive as that of several things conceived as
forming together a unit, the latter being at the basis of every
mathematical construction, we are able to state properties of the
continuum as a ‘matrix of points to be thought of as a whole’.

e nell’articolo De onbetrouwbaarheid der logische principes (La
non affidabilita dei principi logici) del 1908 (1975 p. 102):

Die Intuitionen des continuerlichen und des discreten finden sich
hier (=nell’intuizione originaria dell’'uno-duitd) zusammen, weil
eben ein Zweiten gedacht wird nicht fiir sich, sondern unter Fest-

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



20 Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

haltung der Erinnerung des Ersten. Das Erste und das Zweite werden
also zusammengehalten, und in dieser Zusammenhaltung besteht die
Intuition des continuerlichen (continere = zusammenhalten).

La definizione del continuo in entrambi i passi € sempre la stessa:
“possibility of thinking together” e “zusammenhalten” e cio¢ viene
dall’analisi etimologica di “contenere”. L’intuizione temporale ¢
I’individuazione dell’unita, la sua ritenzione nella memoria, la scis-
sione dell’unita in due unita, la loro ritenzione nella memoria, ecc.
Tale ritenzione non ¢ altro che un “tenere assieme” e, quindi, ¢ per-
fettamente rispondente a quanto richiesto dall’etimologia del conti-
nuo: percid Brouwer si ¢ sentito autorizzato a dire che I’intuizione
temporale fonda il continuo, ¢ anche “intuizione del continuo”. Tut-
tavia, per quanto riguardava 1’esistenza dei singoli punti, occorreva,
in un contesto intuizionista, poterli costruire, e Brouwer, all’epoca,
riteneva che fossero “individuabili intuizionisticamente” solo co-
struzioni realizzate ripetendo il medesimo oggetto o la medesima
operazione (per quanto complicati potessero essere), ovvero realiz-
zate in base a una legge.

Questa posizione era in linea con la tradizione dell’intuizionismo
francese: in particolare c’¢ concordanza fra il testo Brouweriano e
un brano tratto dalla conferenza tenuta da Borel al congresso inter-
nazionale di matematica di Roma del 1908, cui Brouwer aveva pre-
so parte (Troelstra 1982b, p. 467):

I regard this notion (del continuo) as obtained from geometrical in-
tuition; one knows that the complete arithmetical concept of the
continuum requires that one admits the legitimacy of a countable in-
finity of successive choices. This legitimacy seems to me to be highly
debatable, but nevertheless one should distinguish between this legiti-
macy and the legitimacy of an uncountable infinity of (successive or
simultaneous) choices.

Questa citazione di Borel chiarisce perché di solito si riassume la
posizione iniziale di Brouwer in termini di accettazione del conti-
nuo geometrico ma non di quello aritmetico. Inoltre, mette in luce
I’origine della denominazione (adottata in seguito anche da Brou-
wer) di “successioni di libera scelta” per le successioni in oggetto,
all’epoca non accettate da lui.
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E interessante anche ricordare la rappresentazione che Brouwer
da del continuo nel 1907 mimando i passaggi che conducono
all’introduzione dei vari tipi di numeri, espressi come frazioni duali.
Brouwer parte da un insieme qualunque di punti di un intervallo e
rappresenta graficamente la loro costruzione sotto forma di albero
schematizzato, in cui ogni ramo rappresenta una successione di
numeri e ogni nodo un termine della successione. Per impostarlo,
Brouwer dice che si deve considerare ad ogni nodo se la scelta del
termine da mettere al nodo successivo ¢ predeterminata. Se lo ¢, si
disegna direttamente il cammino verso quel certo nodo; se non lo ¢,
si disegnano due cammini verso i due possibili nodi successivi al-
ternativi. Poi Brouwer procede a cancellare quei rami che presenta-
no nodi predeterminati. Questa operazione non viene effettuata allo
scopo di avere solo successioni di libera scelta come fonti di punti
(sarebbe assurdo e privo di senso), bensi di mimare il passaggio dal
discreto al denso, in quanto cio che si ottiene € proprio la costruzio-
ne di punti densi. Infatti, si ottiene, in questo modo, un albero con
tutti nodi che si biforcano, e, se uno pensa a cosa bisogna fare per
schematizzare le costruzioni di punti tramite le frazioni duali, si
rende conto che si devono proprio considerare, dati uno o piu punti
di partenza, due possibilita alternative di prosecuzione di ogni ter-
mine (nodo). Il passaggio dal denso all’ovunque denso, poi, consi-
ste nel far corrispondere punti al limite delle successioni considera-
te, proseguite indefinitamente. Alla fine si ottiene, cioe, un albero
con tutti i nodi che si biforcano e con i rami che, proseguendo inde-
finitamente, tendono ciascuno ad un punto. Il risultato della rappre-
sentazione del 1907 ¢, dunque, lo schema generale di come sono
fatte le costruzioni di punti (in un intervallo) del continuo. Chiara-
mente, perod, in questa prima fase di pensiero, non tutti i rami
dell’albero in questione sono costruzioni intuizionisticamente am-
missibili: solo quelle predeterminate lo sono.

Nel 1914 si hanno le prime tracce di un mutamento d’opinione:
Brouwer dichiara ammissibili intuizionisticamente le successioni di
libera scelta. Egli non giustifica il cambiamento, ma dice solo che la
nuova posizione gli sembra veramente in linea con I’intuizionismo.
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Come spiegazione del cambiamento, van Stigt? porta una nota
non pubblicata di Brouwer al suo corso di teoria degli insiemi in
cui egli dichiara di essersi reso conto che qualunque successione
infinita ¢ dominabile tramite un suo segmento iniziale finito: tale
presa di coscienza deve aver fatto superare a Brouwer 1’ostacolo
che I’incompletezza poneva a che le successioni di libera scelta fos-
sero accettate intuizionisticamente. In questa nuova ottica Brouwer
deve accettare ogni diramazione della rappresentazione grafica del
1907. Cio lo porta ad astrarne uno schema, perché si rende conto in
primo luogo che il risultato di quella rappresentazione puod essere
prodotto semplicemente riflettendo su come rappresentare tutte le
possibilita di costruire punti, e in secondo luogo che quella rappre-
sentazione rispecchiava il caso della costruzione tramite frazioni
duali e che, quindi, ¢ possibile impostarne altre variando il numero
delle ramificazioni e dei termini da attribuire ad ogni nodo, in rife-
rimento alla costruzione dei numeri reali tramite, ad es., intervalli
nidificati o successioni convergenti.

L’intuizione temporale garantisce questo schema nella sua forma
di struttura generativa generica. Nasce in tale modo la nozione di
spiegamento come costruzione di un albero e attribuzione, a ogni
nodo, di un ente precedentemente acquisito. Le successioni di libera
scelta sono rami dell’albero.

Esso ¢ denominato inizialmente “Menge”, perché — come si ve-
dra meglio nel prossimo paragrafo — ¢ il primo tipo di raggruppa-
mento, di insieme, che Brouwer ha incontrato sviluppando la rifles-
sione sull’intuizione temporale. Poi assume il nome di “spreiding”,
cio¢ di “spiegamento”, che suggerisce immediatamente una rappre-
sentazione visiva della nozione in questione come di un ente in cre-
scita. La sua prima definizione ¢ del 1918 (1975, p. 150):

Eine Menge ist ein Gesetz, auf Grund dessen, wenn immer wieder
ein willkiirlicher Ziffernkomplex der Folge 1,2,3,... gewahlt wird,
jede dieser Wahlen entweder ein bestimmtes Zeichen oder nichts
erzeugt oder aber die Hemmung des Prozesses und die definitive
Vernichtung seines Resultates herbeifiihrt, wobei flir jedes n>1
nach jeder ungehemmten Folge von n-/ Wahlen wenigstens ein

2'y. van Stigt (1990) p. 73.
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Ziffernkomplex angegeben werden kann, der, wenn er als n-ter Zif-
fernkomplex gewéhlt wird, nicht die Hemmung des Prozesses her-
beifiihrt [...] Mengen und Elemente von Mengen werden mathema-
tische Entitditen genannt.

Essa rimane inalterata nella sua stringatezza fino agli anni ‘46-51,
salvo la modifica presente nell’articolo del 1925 Zur Begriindung der
intuitionischen Mathematik: “jeder dieser Wahlen entweder eine be-
stimmte Zeichenreihe mit oder ohne Beendigung des Prozesses er-
zeugt, oder aber die Hemmung des Prozesses” (1975, p. 301).

La costruzione dello spiegamento, che si radica nell’intuizione
temporale, viene descritta in un primo tempo (nella fase in cui
Brouwer si era appena reso conto della generalizzabilita della rap-
presentazione grafica del 1907) in riferimento all’albero universale?
pensato come struttura in crescita, ovvero all’albero con tutte le ra-
mificazioni possibili: in corrispondenza di ciascun punto di ramifi-
cazione — detto nodo — si assegna o la sterilizzazione o un termine o
nulla. La possibilita di assegnare una sterilizzazione, che provoca
quella dell’intero ramo viene introdotta per modellare 1’albero: con
essa, infatti, si ritaglia una parte dell’albero universale eliminando-
ne un ramo. La possibilita di assegnare nulla, che produce le suc-
cessioni finite, serve ad omologare la costruzione di tali successioni
a quella delle successioni infinite.

Per effettuare queste attribuzioni, occorre nominare in qualche
modo i nodi. Cosi li si contrassegna con numeri naturali man mano
che 1i si produce: ogni nodo sara individuabile tramite la sequenza
dei numeri naturali dei nodi “percorsi” per giungere fino ad esso.
Piu precisamente, si parte da una quantita infinita di nodi e si attri-
buisce a ognuno di essi un numero naturale secondo 1’ordine natu-
rale (1, 2, 3, ecc.); ognuno di questi nodi puo proseguire in infinite
direzioni, cio¢ ha infiniti successori immediati: a ognuno di essi si
attribuiscono due numeri naturali, il primo prendendolo uguale a
quello del nodo da cui si sono diramati e il secondo dando ancora
uno dopo I’altro i numeri naturali nel loro ordine naturale; ciascuno

3 Van Stigt (1990, p. 367) nota perd che Brouwer non amava I’espressione “albero
universale” (che, in effetti egli non uso, ma che fu introdotta in seguito nella lette-
ratura intuizionista), perché ha un sapore vagamente platonico.

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



24 Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

di questi nodi a sua volta ha infiniti successori, cui vengono attri-
buiti tre numeri naturali, il primo e il secondo prendendoli uguali a
quelli del nodo da cui si diramano, il terzo dando i numeri naturali
uno dopo I’altro nel loro ordine naturale; e cosi via. Per questo si
possono definire i nodi come successioni di numeri naturali e si puo
chiamare un nodo di ordine 1 se ¢ costituito da un solo numero na-
turale; di ordine m se ¢ costituito da m numeri naturali, che vengo-
no detti costituenti del nodo m; di ordine (m+1)-esimo, se ¢ un suc-
cessore immediato di uno di ordine m-esimo; di ordine (m+n)-esimo,
se ¢ un successore qualunque (anche non immediato, anche il succes-
sore di uno immediato) di un nodo di ordine m-esimo.

La sterilizzazione, come fa notare van Dalen, era stata pensata
da Brouwer in modo naturale nel contesto della costruzione
dell’albero: la costruzione, infatti, (Brouwer 1981, p. 40)

¢ un processo mentale costituito da un succedersi di passi che posso-
no benissimo portare a un’impossibilita nel qual caso I’intera succes-
sione viene distrutta. [...] Un’opportuna immagine intuitiva ¢ quella
di fare la cronistoria di tutti i tentativi di attuare costruzione di un cer-
to tipo (ad esempio le costruzioni delle successioni di Cauchy).

A seguito delle critiche di G.F.C. Griss, che vedremo in seguito,
all’ammissibilitd nella matematica intuizionista di costruzioni che
non possono essere condotte a termine, Brouwer preferi, dal 1954
in poi, sostituire la sterilizzazione con 1’indicazione diretta di pro-
seguire solo determinati nodi. Cio¢, la costruzione dell’albero viene
descritta direttamente senza passare per 1’albero universale dicendo
che esso ha:

0 per nodi di ordine 1 o tutti i numeri naturali o solo quelli non
superiori ad un certo m dato;

0 per nodi di ordine n+/ (per ogni ) o tutti i discendenti im-
mediati del nodo p di ordine n o solo quelli il cui (n+1)-
esimo costituente unito ai costituenti di p non superi un certo
nUMero 1,
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Per ottenere lo spiegamento, ai nodi si continuano ad assegnare solo
o termini o nulla. Questo trattamento ¢ prevalso poi nella letteratura
intuizionista per la sua semplicita?.

All’interno della produzione dello spiegamento — in qualunque
dei due modi essa venga impostata (tramite sterilizzazione o con
indicazione specifica degli indici dei nodi) —, durante la costruzione
dell’albero ¢ prevista la liberta di scelta per quanto riguarda il suo
proseguimento di ogni nodo, poiché i rami rappresentano succes-
sioni di /ibera scelta. Pero “liberta”, espressa cosi genericamente,
permette tutto e, quindi, pud anche permettere una sua progressiva
restrizione e una restrizione della restrizione. Brouwer ebbe nume-
rosi ripensamenti sull’argomento. Come ha ben sottolineato Troel-
stra, Brouwer non comincio subito, appena data la definizione di
“Menge”, a riflettere su questo aspetto. La prima traccia di una po-
sizione di Brouwer sull’argomento ¢ in una lettera a Heyting del
26.06.1924. In essa’ viene fatto un tacito riferimento alla possibilita
di una duplice restrizione, perché Brouwer parla di successioni che
rimangono “completamente libere”, e questo sottintende che la li-
berta iniziale contempli la possibilita di restringere le sue restrizio-
ni. Negli anni seguenti, fino al periodo degli scritti di Cambridge
(1946-51), Brouwer mantiene quest’idea. Infatti, anche se nella par-
te pubblicata del testo 1925 parlava di un solo tipo di restrizione nel
contesto della “Menge”:

Inklusive des Charakters ihrer Fortsetzbarkeitsfreiheit, welche sich
nach jeder Wahl beliebig (eventuell bis zur volligen Bestimmtheit,
jedenfalls aber einem Mengengesetze entsprechend) verengern kann,

nelle aggiunte che Brouwer appose ad ogni copia di tale testo nel
1929 e che Heyting riporta nei Collected Works scrisse: “It is also
possible to join a well-ordered species of restrictions to the spread
(e.g. a restriction of the existing freedom of adding restrictions on
future choices)”.

Inoltre, in annotazioni che sono state apposte da Brouwer in
quegli stessi anni (Troelstra le colloca dopo il 1927 e prima della

4. ad es. Heyting (1956).
5 Secondo quanto riporta Troelstra (1982b, p. 472).
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seconda guerra mondiale) in margine agli appunti delle lezioni te-
nute a Berlino, Brouwer affermo®:

The freedom to proceed with the choice sequences can after every
choice be arbitrarily restricted ... (resulting e.g. in complete deter-
mination, or in determination by a spread law). The arbitrary nature
of this restriction, permitted at each new choice as long as the pos-
sibility to link every choice a restriction of the freedom to make
further restrictions of freedom etc.

Dal 1946 in poi mantenne un’opinione definitiva, dicendo (1981, p.
36):

In precedenti pubblicazioni 1’autore ha ammesso anche restrizioni
di liberta delle future restrizioni di liberta, restrizioni di liberta delle
future restrizioni di liberta delle future restrizioni di liberta, e cosi
via. Attualmente, pero, I’autore ¢ incline a ritenere che tale ammis-
sione sia superflua e che forse comporti inutili complicazioni.

Nell’articolo Historical Background, principles and methods of in-
tuitionism del 1952, infine, si espresse in modo ancora piu forte
(1975, p. 511):

In former publications I have sometimes admitted restrictions of
freedom with regard also to future restrictions of freedom. However
this admission is not justified by close introspection and moreover
would endanger the simplicity and rigour of further developments.

L’interesse delle successioni di libera scelta consiste nell’uso che di
esse si puo fare per produrre controesempi a proprieta che classi-
camente valgono per gli enti matematici. Per esempio, Brouwer
mostro che intuizionisticamente non sempre vale la confrontabilita
tra due numeri qualsiasi, costruendo un numero reale ¢, ossia una
successione di libera scelta ¢, c¢,, ... in dipendenza dallo sviluppo
decimale di ® come segue: posto che £ sia la prima posizione nello
sviluppo di 7 in cui si sa che compare lo 0 seguito da 123456789,
allora ¢, ¢ scelto uguale a (-1/2)" se v<k, altrimenti ¢ =(-1/2)%. E

6 Secondo quanto riporta Troelstra (1982b, p. 473).
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chiaro che, non essendo allora noto’ a che stadio dello sviluppo de-
cimale di © comparisse 0123456789, non si conosceva esattamente
il numero ¢ e, quindi, non si sapeva se fosse >0, <0 o =0.

Lo spiegamento pud essere visto come un modo di raggruppare
enti), posto che gli enti esistano gia: ad es. raggruppa numeri razio-
nali sotto forma di successioni infinite. Esso ¢, quindi, una forma di
“insieme” per il quale 1’assioma di comprensione ¢ limitato. Dal
momento che I’intuizione temporale garantisce gli spiegamenti, es-
sa fonda anche la possibilita in genere di raggruppare enti, purché
effettuata con la limitazione suddetta8: nasce cosi la definizione di
“species” che comprende lo spiegamento come caso particolare. La
prima definizione di specie viene infatti data da Brouwer nel modo
seguente, all’interno dello stesso testo del 1918, dove presenta quel-
la di “Menge” (1975, pp. 150-151):

Unter einer Spezies erster Ordnung verstehen wir eine Eigenschaft,
welche nur eine mathematische Entitdt besitzen kann, in welchem
Falle sie ein Element der Spezies erster Ordnung genannt wird. Die
Mengen bilden besondere Félle von Spezies erster Ordnung |[...]

Unter einer Spezies zweiter Ordnung verstehen wir eine Eigenschaft,
welche nur eine mathematische Entitdt oder Spezies erster Ordnung
besitzen kann [...]

In analoger Weise definieren wir Spezies n-ter Ordnung.

La definizione definitiva di specie avverra negli scritti di Cambridge
(1981, p. 32):

Specie matematiche, cioé proprieta ipotizzabili per entita matematiche
precedentemente acquisite e che soddisfano la condizione che se val-
gono per una certa entitad matematica, valgono anche per tutte le entita

7si puo variare, comunque, il controesempio in modo che continui a valere, defi-
nendo & come la seconda posizione nello sviluppo di 7T in cui compare lo 0 seguito
da 123456789.

8K opportuno rilevare che anche nel caso delle specie Brouwer da una definizione
di tipo intensionale, cio¢ come proprieta, anche se poi, in realta, per motivi di scor-
revolezza, lavora sempre estensionalmente.

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



28 Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SyB1 feuonIppy “Uoealignd Jo sueat Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ui JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [[BS pue ysiiand 01 1yBL AN [0X8 8U) Sey Jeus!|and BOLIIBWIIOd “11J0.d J0j 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 8U1 JO SIUSILIOD 8} JO 8SN MO 10U
eOLUPWIO,, *. g 8SUS0 1T BOLBWI|0G ,, JO SWS 8y} 01 BuIpI0ade paysiignd S1 UoINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9(Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1300d SIU} JO UONIPS 21018 8y L

S90p 1 “PeuUONLBL pUe pesiuboosl skempe a.e Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YoM 8y} JO SILBICO 8y aINgUISIP 0} A1ljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdl

matematiche definite “uguali” a essa, ove le definizioni di uguaglianza
devono soddisfare le condizioni di simmetria, riflessivita e transitivita.

La limitazione al “principio di comprensione” produce una stratifi-
cazione nelle specie, in quanto una pud contenerne un’altra, puo ri-
ferirsi a un’altra solo se questa ¢ gia stata precedentemente costrui-
ta. In particolare, nessuna potra contenere se stessa: le specie, quin-
di, sono al sicuro dalla formazione di antinomie.

1.3 La logica

La tesi di dottorato Over der grondlagen der wiskunde del 1907 ¢ il
luogo in cui Brouwer parlo diffusamente del risultato della sua ana-
lisi della logica in generale. Prima, infatti, in Leven, kunst en
mystiek, quando ancora la scelta intuizionista stava prendendo for-
ma nel suo pensiero, Brouwer aveva citato (1975, p. 6) solo di
sfuggita la logica come inscindibilmente legata alla matematica —
“logic and mathematics (a sharp distinction between these two is
hardly possible)” — mentre in seguito (1912, 1952 e 1983) si con-
centrd solo sull’aspetto del confronto con le altre teorie fonda-
zionali.

Nella tesi Brouwer fece immediatamente notare che, avendo posto
che la matematica si sviluppa interiormente a partire dall’intuizione
della duo-unita, da questo stesso fatto gia si evince che la matematica
¢ indipendente dalla logica, in quanto non procede applicando i suoi
schemi. Che ruolo avranno, allora, questi? Anziché essere loro a gui-
dare la scoperta matematica, essi dipenderanno dalla matematica. E
nel descrivere questa inversione di ruoli fra logica e matematica (ri-
spetto al logicismo), Brouwer attribuiva alla logica una natura es-
senzialmente linguistica, verosimilmente per la caratteristica di
formalita che 1’ha sempre contraddistinta. Quindi, riteneva che le
leggi logiche fossero schemi di espressioni linguistiche e che la loro
origine potesse essere plausibilmente descrivibile in termini di e-
strapolazione di strutture ricorrenti nell’espressione di qualcosa.
Questo “qualcosa” era, nel suo contesto, il “ragionamento”, ovvero
la matematica. Pertanto ne conseguiva che la logica dipendeva dalla
matematica ed era il risultato di tre tappe: ragionamento, espressio-
ne, estrapolazione delle regolarita linguistiche.
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Nel caso della logica in generale (che corrisponde a tutta la ma-
tematica) il ragionamento era quello che considerava qualunque ti-
po di relazione, nel caso della logica aristotelica (cio¢ della logica
senza relazioni) il ragionamento matematico cui si faceva riferi-
mento era quello che considerava solo la relazione parte/intero. Si
noti che il ragionamento che riguarda la sola relazione parte/intero
non ha nessuna caratteristica che lo possa rendere privilegiato ri-
spetto ad altri nell’ambito della matematica: non v’¢ motivo di rite-
nerlo fondamentale e fondante, perché non ¢ particolarmente sem-
plice né essenziale. A chi, infatti, volesse obiettare che esso ¢ ele-
mentare rispetto al resto della matematica, poiché non vi compare la
relazione “successore”, Brouwer faceva presente che tale relazione
¢ in realta presupposta e sottintesa nel ragionamento logico in quan-
to esso ¢ un tipo di ragionamento matematico e la matematica si ba-
sa sulla duo-unita.

La formazione delle leggi logiche avviene, per Brouwer, in base
allo stesso processo di estrapolazione di schemi che la scienza met-
te in opera e che si svolge evidenziando sequenze ricorrenti ed eti-
chettandole come rapporto causa-effetto (in tal modo la scienza dice
che la realta si comporta secondo quegli schemi). Infatti, in base a
quel processo, si rilevano le regolarita linguistiche dell’espressione
logica e le si etichettano come “leggi” (cio¢ le si attribuiscono
all’attivita matematica stessa, ovvero si dice che il ragionamento
matematico si ¢ sviluppato secondo quegli schemi). In realta, pero,
essi, per come abbiamo visto che sono ottenuti, non danno indica-
zioni sulla struttura dell’intelletto, ma, caso mai, sulla cultura
dell’epoca, in quanto sono il “sunto” dell’espressione matematica,
che ¢ legata alle esigenze della societa in cui nasce:

it is easily conceivable that, given the same organization of the intel-
lect and consequently the same mathematics, a different language
would have been formed, into which the language of logical reason-
ing, well known to us, would not fit (1975, pp. 73-4)

theoretical logic as well as logistic [...] there would be better reasons
to reckon them under ethnography that under psychology (1975, p.
74).
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In particolare, poi, dell’espressione logica Brouwer si soffermo a
considerare i limiti specifici del linguaggio solitamente usato in lo-
gica, cioé il linguaggio simbolico. E in primo luogo la “freddezza”
del simbolismo a renderlo un linguaggio particolarmente inadegua-
to perché, mentre nella tradizione fregeana si riteneva che una com-
ponente emotiva avrebbe disturbato il procedimento d’inferenza (e,
quindi, si riteneva che la freddezza del linguaggio simbolico fosse
di aiuto alla dimostrazione), per Brouwer il linguaggio ha lo scopo
di piegare la volonta dell’interlocutore e, percio, per avere speranza
di successo (anche se comunque non pud mai garantirlo) deve
sempre avere una forte carica di persuasione.

Esistono anche altre motivazioni al rifiuto Brouweriano del sim-
bolismo. Van Dalen sostiene® che tale rifiuto sia una “caratteristica
dello stile” di Brouwer (infatti, anche negli scritti piu strettamente
tecnici e classici, Brouwer fa un uso estremamente limitato delle
formule) che qui sarebbe stata rafforzata dalla necessita particolare
di rendere persuasiva al massimo la sua visione della matematica
cosi innovativa. Van Stigt suggerisce (1971, p. 156) come ulteriori
motivazioni:

e il fatto che il simbolismo rende pit complessa la compren-
sione della matematica, perché richiede uno studio prelimi-
nare, come di una nuova lingua, per essere compreso €sso
stesso;

e il legame stretto fra il simbolismo e la teoria fondazionale
formalista, rivale di quella Brouweriana;

e la facilita con cui il simbolismo induce a pensare che i si-
stemi in cui compare si possano sviluppare indipendente-
mente dalla matematica.

Si noti che la valutazione negativa che Brouwer dava del simboli-
smo mette in luce che esso ¢ un prodotto storico legato ad una spe-
cifica cultura e, percio, tanto contingente quanto questa. In tale otti-
ca, I’abbondanza di espressioni del linguaggio simbolico nel lin-
guaggio della quotidianita veniva spiegata con la sua utilita nella

9 Brouwer (1981), pp. 24-5.
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attuale societa, mentre 1’abbondanza delle espressioni logiche nella
matematica veniva spiegata con la poverta del linguaggiol0: “Ma-
thematics, lacking a pure language, makes do with the language of
logical reasoning”, dove per “puro” si intendeva “specifico per la
matematica”.

Infine, Brouwer faceva notare che in un ragionamento matema-
tico non pud mai comparire una contraddizione, quindi se un lin-
guaggio riflette fedelmente la matematica, in esso non comparira
qualcosa di contraddittorio. Questa impostazione € 1’unica — sotto-
lineava Brouwer — che consente ad un linguaggio di essere non-
contraddittorio: basta che sia trascrizione fedele dell’attivita mate-
matica. Gia in Leven, Kunst en Mystiek del 1905 aveva, infatti, no-
tato (1975, p. 7) che ¢ estremamente arduo che un linguaggio indi-
pendente dalla matematica riesca ad essere noncontraddittorio:

To be able to go on talking without being caught in contradiction or
without making a silent assumption is an art to be valued only in an
acrobat.

Inoltre, I’impostazione intuizionista da un senso alla richiesta di co-
erenza dei sistemi formali (devono essere tali in quanto devono ri-
specchiare [D’attivitd matematica). Altrimenti, notava Brouwer
(1975, p. 126), soltanto uno studio psicologico potrebbe spiegare
I’avversione alla contraddizione, potrebbe spiegare come mai essa
ci lascia attoniti, a disagio. Per questo la non-contraddittorieta puo
essere considerata un segno che “dietro” il linguaggio ¢’¢ qualcosa
di matematico (¢ condizione necessaria per la esistenza matemati-
ca), anche se non ¢ una dimostrazione di esistenza matematica (non
ne ¢ condizione sufficiente).

10 Traduzione inglese in Troelstra (1982) p. 195.
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1.4. La critica al principio del terzo escluso

Il culmine della riflessione Brouweriana sulla logica concerne il
principio del terzo escluso!! (nel linguaggio del secondo ordine:
VPVx(P(x)v —P(x)).

Nella tesi Brouwer accetta (meglio, da per scontato) il significa-
to tradizionale delle “leggi logiche” e le considera valide anche se
in un modo sui generis (1975, p. 75):

While in the syllogism a mathematical element could be discerned,
the proposition:

“A function is either differentiable or not differentiable”,

says nothing; it expresses the same as the following:

“If a function is not differentiable, then it is not differentiable”.

Le leggi logiche — a parte il sillogismo — sono valide perché rispec-
chiano non un ragionamento matematico, bensi un dato mentale:
non esprimono un’operazione, ma una realta mentale. Brouwer, pe-
1o, aveva detto che ¢ “logica” cio che ¢ estrapolazione delle regola-
ritd linguistiche del ragionamento matematico, quindi, a rigore, le
espressioni del TE, del principio di non contraddizione e di quello di
identita non possono venire considerate propriamente leggi logiche.
Con molta probabilita Brouwer se ne rese conto durante il 1907
e, quindi, capi che le espressioni del TE, del principio di non-
contraddizione e di quello di identita, per essere considerate leggi
logiche, necessitano di una rilettura. Dato che la matematica ¢ costi-
tuita da costruzioni mentali, sia P(x) sia —P(x) all’interno delle e-
spressioni delle leggi logiche debbono esprimere singolarmente una
costruzione mentale. Posta questa necessita, risulta naturale pensare
che il primo esprima una costruzione mentale che porta ad un suc-
cesso. Per quanto concerne “—P(x)”, non puo significare che si ¢
giunti alla mancanza di una costruzione (altrimenti non potrebbe
esprimere il risultato di un ragionamento matematico), bensi deve
significare che si ¢ cercato di portare a termine una costruzione, ma
cio ¢ risultato impossibile. Questo significato garantisce che la ne-

11 D’ora in poi, lo chiameremo per brevita TE.
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gazione non sia variabile col tempo. Essa sarebbe “temporalizzata”
se venisse interpretata come corrispondente anziché a una costru-
zione, a una “mancanza” della costruzione del corrispettivo asserto
positivo. In tal caso, infatti, la validita di un asserto negativo non
durerebbe sempre, ma sarebbe limitata al periodo in cui continuereb-
be la mancanza della costruzione del corrispettivo asserto positivo.

In questo modo il TE specificamente diventa (1975, p. 109):

Every supposition is either true or false; in mathematics this means
that for every supposed imbedding of a system into another, satisfy-
ing certain given conditions, we can either accomplish such an
imbedding by a construction, or we can arrive by a construction at
the arrestment of the process which would lead to the imbedding

ovvero, data una qualunque proprieta, si ¢ in grado di fornire per
ogni ente o una costruzione che provi che I’ente gode della proprie-
ta o una costruzione che provi I’assurdita che quell’ente goda della
proprieta.

Una volta compiuta la rilettura, il discorso di Hilbert al congresso
di matematica del 1900 diede lo spunto per vederla sotto un’ottica
molto particolare, cio¢ per intendere il TE come I’affermazione della
solubilita — nel senso del possesso della soluzione — di ogni problema
matematico. Riportiamo il discorso di Hilbert (1978, pp. 153-154):

Nella matematica moderna la dimostrazione dell’impossibilita di
certe soluzioni svolge un ruolo eminente, e ci rendiamo cosi conto
che antichi e difficili problemi (quali la dimostrazione dell’assioma
delle parallele, la quadratura del cerchio o la risoluzione delle e-
quazioni di 5° grado mediante radicali) hanno trovato una soluzione
pienamente soddisfacente e rigorosa anche se in un senso diverso
da quello originariamente inteso. E proprio questo fatto rimarche-
vole, accanto ad altri ragioni filosofiche, a far sorgere in noi una
convinzione, che ¢ certamente condivisa da ogni matematico ma
che finora non ¢ stata consolidata da alcuno mediante una dimo-
strazione: intendo la convinzione che ogni problema matematico
determinato debba essere necessariamente passibile di una rigorosa
sistemazione, o riuscendo a dare la risposta alla questione posta op-
pure mostrando 1I’impossibilita di una sua soluzione e quindi la ne-
cessita dell’insuccesso di ogni tentativo. Ci si proponga un qualsiasi
ben determinato problema tuttora irrisolto [...] Per quanto inaccessi-
bili ci appaiano questi problemi, noi abbiamo comunque la sicura
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convinzione che la loro soluzione deve riuscire mediante un nume-
ro finito di inferenze puramente logiche. Questo assioma della riso-
lubilita di ogni problema ¢ una peculiarita propria del pensiero ma-
tematico, o non ¢ forse una legge generale che inerisce all’intima
natura del nostro intelletto, quella per cui il nostro intelletto ¢ capa-
ce di dare una risposta a tutte le questioni da lui poste? [...] Questa
convinzione della risolubilita di ogni problema matematico ¢ per
noi un potente stimolo durante tutto il lavoro. Dentro di noi udiamo
continuamente 1’appello: “Ecco il problema, cerca la soluzione.

La puoi trovare mediante il puro pensiero; perché in matemati-
29

ca non c’¢ lo ‘Ignorabimus’”.

Utilizzando 1’osservazione che una dimostrazione di impossibilita
costituisce comunque una soluzione ad un problema, Brouwer capi
che il TE ¢ equivalente all’asserto della solubilita di ogni problema.
Per la precisione: poiché nell’interpretazione intuizionista del TE si
parla di costruzioni effettuate o che si ¢ provato impossibile effet-
tuare, il TE equivale all’affermazione del possesso della soluzione
di ogni problema.

Detto questo, si poneva, poi, la questione della validita del TE in
riferimento alla sua nuova interpretazione e al summenzionato di-
scorso di Hilbert. Anche in questo caso Brouwer rovescio la pro-
spettiva di Hilbert: noto che il fatto che la soluzione di un problema
qualunque sia sempre costituita da un numero finito di passi non
comporta che si sia sempre in grado di trovare quali sono questi
passi. Per individuarli, si devono passare in rassegna per ogni pro-
prieta tutte le varie costruzioni che possono costituire passi della
prova che la proprieta vale per gli enti in questione. Nel caso in cui
il numero degli enti matematici cui ci si riferisce ¢ finito, il proce-
dimento ¢ effettuabile da un essere umano, anzi ¢ talmente di routi-
ne che puo essere compiuto anche da un animale addestrato o da
una macchina. Nel caso in cui il TE si riferisce ad un numero infinito
di enti, i tentativi sistematici possibili per arrivare ad una soluzione
del problema sono in quantita pit che numerabile, percio non si ha la
certezza di giungere prima o poi alla soluzione. Quest’osservazione
non dice che esistono problemi che ¢ impossibile risolvere: il fatto
che sia irrealizzabile passare in rassegna sistematica tutte le costru-
zioni possibili che porterebbero a una soluzione non esclude che si
riesca a trovare per un “colpo di fortuna” la costruzione, ad es., che
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porta a provare la contraddittorieta del valere di quella proprieta:
Brouwer non reintroduce in matematica 1’“ignorabimus” di Du
Bois-Reymond. Non nega ’affermazione hilbertiana che nel cuore
di ogni matematico ¢’¢ la sicurezza che ogni problema prima o poi
verra risolto, pero affronta la questione in modo piu “scientifico” e
meno “retorico”. Brouwer trasforma il discorso “positivista” di Hil-
bert, che intendeva prevedere il ‘900 matematico ed inaugurarlo
con una carica di fiducia, nella domanda se realmente abbiamo mo-
tivi per ritenere che siamo in grado di risolvere tutti i problemi ma-
tematici. Gia nella tesi, fra le “proposizioni” finali da difendere al
momento della discussione c’era la seguente (1975, p. 101):

The following conviction of Hilbert is unfounded: ‘dass jede be-
stimmte mathematische Problem einer strengen Erledigung notwendig
fahig sein miisse, sei es, dass es gelingt, dic Beantwortiing der
gestellten Frage zu geben, sei es dass die Unmoglichkeit der Losung
und damit die Notwendigkeit des Missgelinges aller Versuche
dargetan wird’.

In teoria, potrebbero anche non esistere problemi irrisolti e, quindi,
il TE potrebbe valere a fortiori. E la concreta esistenza di questioni
matematiche aperte che pone il problema della validita del TE. Gli
esempi in proposito sono tanti. Brouwer nel 1905 citava la maggio-
re frequenza di una cifra rispetto alle altre e I’occorrenza di infinite
coppie di cifre uguali nell’espansione decimale di m, ma qualunque
problema matematico aperto ¢ equivalente.

I problemi matematici aperti, di per sé, sono singoli asserti di TE
in sospeso e, quindi, 1’asserto generale del TE a causa loro rimane
sospeso. Esiste, poi, una proprieta per la quale ’asserto di TE ¢
contraddittorio: € la razionalita dei numeri reali. Infatti, nella mate-
matica intuizionista vale il teorema di continuita delle funzioni, che
afferma che ogni funzione definita su un intervallo chiuso del con-
tinuo ¢ uniformemente continua (non ammette, cio¢, buchi o salti).
Esso ha come corollario il fatto che il continuo non si puo scindere
in due sottoinsiemi propri non vuoti: perché la funzione f{(x), defini-
ta su tutto un intervallo chiuso E come uguale a 1 se x appartiene ad
un sottoinsieme Q di E e uguale a 0 se x appartiene all’insieme E-Q,
deve essere continua; percio o ¢ sempre uguale a 0 o ¢ sempre u-
guale a 1. Quindi, se il continuo si scinde in due sottoinsiemi di-
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sgiunti, uno di essi deve essere I’insieme vuoto e ’altro deve coin-
cidere col continuo stesso. La decidibilita della razionalita dei nu-
meri reali (cio¢ 1’asserto che, per ogni numero reale, o abbiamo la
prova che esso ¢ razionale o abbiamo la prova che ¢ assurda la sua
razionalita — ossia che ¢ irrazionale) comporterebbe la scissione del
continuo nei sottoinsiemi dei razionali e degli irrazionali, entrambi
non vuoti, in quanto non tutti gli elementi del continuo sono razio-
nali (né sono tutti irrazionali) e, quindi, contraddirebbe il suddetto
corollario.

Pertanto, vale IP~Vx(P(x) v —P(x)), — dove “P” ¢, appunto, la
proprieta “essere razionale” e x varia sui numeri reali —, da cui si
ricava —VPVx(P(x) v —P(x)), che esprime la contraddittorieta
dell’asserto generale del TE.

Si noti che, comunque, se il TE ¢ contraddittorio, ¢id non com-
porta che valga una sorta di “terzo incluso”, ovvero che si possa ne-
gare (P(x) v —P(x)), perché da questo deriverebbe la contraddizione
—P(x) & —P(x) come gia Brouwer aveva notato nel 1928 (1975,
pp. 412-413).
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2. Arend Heyting: uno sguardo solare

Arend Heyting ¢ il primo allievo di Brouwer ad aver avuto un ruolo
attivo nel plasmare e nel divulgare 1’intuizionismo. Dopo di aver
presentato, nel 1925, una tesi di dottorato sull’assiomatica della
geometria proiettiva (Intuitionistische axiomatiek der projectieve
meetkunde), Heyting entra attivamente nella comunita matematica
nel 1930, con la pubblicazione dell’assiomatizzazione della logica e
dell’aritmetica intuizionista. Solo due anni prima, Brouwer aveva
elencato, nel suo articolo Intuitionistische Betrachtungen tiber den
Formalismus, 1 quattro punti fondamentali per un accordo fra
intuizionisti e formalisti:

e la distinzione fra “teoria” formale e “metateoria” fornita di
contenuto intuitivo e il riconoscimento che per quest’ultima
¢ indispensabile la teoria intuizionista dei numeri naturali;

e la riflessione sulla validita del principio del terzo escluso e
la presa d’atto che il suo dominio di validita nella metama-
tematica intuitiva comprende solo sistemi finiti;

e [D’identificazione del principio del terzo escluso con quello
della risolubilita di ogni problema matematico;

e il riconoscimento che la giustificazione della matematica
formalista tramite una dimostrazione di non-contraddittorieta
contiene un circolo vizioso, in quanto tale giustificazione
consiste nel concludere un’affermazione da una doppia ne-
gazione (dalla non-contraddittorietd) e, quindi, presuppone la
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validita del principio del terzo escluso (che equivale a

~p-ph).
Brouwer aveva aggiunto 1’osservazione che, mentre il primo e il se-
condo punto erano stati (almeno parzialmente) accolti dai formali-
sti, questi si rifiutavano “ancora” di accettare il terzo ed il quarto.
Come si vede, egli voleva indurre i formalisti ad accettare le sue
condizioni ed era in attesa di un passo definitivo dei formalisti in-
contro a lui. Invece, pochi mesi dopo la pubblicazione dell’articolo,
avvenne la frattura definitiva fra Brouwer e Hilbert. Questi era stato
esasperato proprio dall’atteggiamento espansionista di Brouwer,
che pretendeva dimostrazioni costruttive per gli articoli che veniva-
no sottoposti a lui come referee per la rivista “Mathematische An-
nalen” e che, oltretutto, era gia riuscito a far presa sul suo allievo
Weyl e ad attirarlo, almeno temporaneamente, verso il fronte intui-
zionista. Percio? Hilbert, da responsabile degli “Annalen” decise la
fine della prima serie della rivista, in modo da eliminare Brouwer
dalla lista degli editors della nuova serie. Si trattava di una grossa
offesa per Brouwer, anche perché visibile a livello internazionale.
Si chiuse, pertanto, in una sorta di silenzio scientifico per piu di un
decennio.

Heyting si trovo, cosi, a fare i conti con la frattura tra Brouwer e
Hilbert e col fatto che essa aveva irrigidito i rapporti fra le correnti
fondazionali del formalismo e dell’intuizionismo, rendendo impos-
sibile, per questione di principio, non solo la collaborazione concre-
ta ma addirittura anche il confronto teorico tra loro. Si pose, percio,
come obiettivo, di divulgare ’intuizionismo in modo da indurre i
colleghi ad interessarsene e a sviluppare parti della matematica se-
condo i metodi intuizionisti. Egli non intendeva far prevalere
I’impostazione intuizionista3, ma trovare collaboratori all’impresa

1 Nel senso che, se uno dei due principi ¢ aggiunto agli assiomi della logica intui-
zionista, ’altro diventa un teorema (1975, p. 595).
2 Anche altri atteggiamenti di Brouwer non specificamente scientifici ma politici,
in tema di rapporti internazionali, avevano contribuito ad esasperare Hilbert. Per
un resoconto dettagliato di questo episodio si vedano van Dalen (1990) e (2005),
gp. 572-643.

Anche in altre occasioni Heyting si presentd come sostenitore “equilibrato
dell’intuizionismo. Ad es., quando nel 1957, in un articolo di didattica della mate-

29
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di riedificare la matematica, convinto — come sottolined piu volte —
che la matematica sia un’opera collettiva.

Heyting imposto in quest’ottica la sua “strategia” di divulgazio-
ne. Quindi sottolineo il fatto che entrambe le correnti avevano dato
soluzioni non ad hoc al problema dei paradossi, mise in evidenza
I’influsso di Brouwer su Hilbert nello sviluppo del concetto di me-
tamatematica, ma, soprattutto, come “cavallo di battaglia” su cui
insistere in modo convincente per trovare un accordo coi formalisti,
egli individuo il fatto che entrambe le correnti fondazionali si pone-
vano come “antimetafisiche”. Con cio intendeva dire che entrambe
rifiutavano la credenza classica (platonica) nell’esistenza “trascen-
dente” degli enti matematici, ovvero la credenza nella loro esistenza
indipendente dagli uomini, e che entrambe ritenevano non necessa-
ria I’accettazione preliminare di una posizione filosofica particolare
per praticare la matematica secondo le loro rispettive modalita.
Questa strategia rimase strutturalmente invariata nel corso di tutta la
produzione di Heyting ed egli ripeté in modo instancabile, quasi os-
sessivo, le questioni che costituivano i punti forti del suo “piano”.

Innanzitutto, fin dal 19314 egli distinse e separd in Brouwer
quelle che poi in seguito chiamo “teoria della conoscenza” e “teoria
dei valori”: “Besides a theory of knowledge, the germ of a theory of
values is present in Brouwer’s writings” (Heyting 1968a, p. 312). E
si soffermo sulla prima, cio¢ si dedico a spiegare in che cosa consi-
ste la matematica intuizionista. Chiari subito che la sua peculiarita
sta nel procedere sviluppando costruzioni mentali. Dal momento
che, dunque, la matematica intuizionista ¢ un’attivita, ¢ difficile de-
scrivere adeguatamente in che cosa consiste: ¢ piu qualcosa che si
apprende con la pratica. Da cio segue che non ¢ possibile dare un
elenco esaustivo dei suoi concetti di base una volta per tutted. Poi-

matica, si pose il problema se introdurre gia nelle scuole superiori il concetto intui-
zionista di numero reale, rispose negativamente, suggerendo di accennare nelle
scuole superiori a singoli aspetti dell’intuizionismo che non diano luogo a compli-
cazioni particolari, e di rimandare invece all’universita la trattazione delle sotti-
§1iezze intuizioniste. (Heyting 1957, p. 12).
V. Heyting (1931a).

5 Quando, di fronte alla espansione degli studi di teoria della ricorsivita, Heyting si
sentira in dovere di pronunciarsi sulla possibilita di definire in modo preciso la
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ché, inoltre, ogni concetto, in quanto astrazione, non ¢ definibile in
modo esatto, Heyting sottolined che egli si proponeva semplice-
mente di delineare i concetti® base colti fino ad allora.

2.1 L’unita

Il posto primario per Heyting spetta al concetto di unita. Rispetto a
Brouwer, infatti, Heyting si differenzia in vari aspetti per quanto
riguarda la formazione dei numeri naturali.

Da un lato, Heyting separo I’evidenza della duo-unita dalle radi-
ci kantiane che essa aveva in Brouwer. In alcuni testi sottolineo le
differenze fra Kant e Brouwer, affermando (1968a, p. 311):

Brouwer emphasizes that his intuitive time does not coincide with
Kant’s notion of time. In intuitive time nothing is given but a suc-
cession of sensations; in principle, time intervals are not compara-
ble with respect to length.

E (1958c¢, p. 101):

In his thesis, Brouwer started from a Kantian point of view; how-
ever, his interpretation of Kant’s theory of knowledge was rather
special.

In altri, semplicemente rilevo che 1’adesione a Kant, pur rappresen-
tando in Brouwer ’origine del concetto di “duo-unita”, non ¢ indi-
spensabile per comprenderlo’:

nozione di costruttivita, affermera, in coerenza con questa posizione, che tale
nozione va presa come primitiva e che non ¢€ circoscrivibile. Relativamente alla
tesi di Church, che considera equivalenti 1’essere ricorsivo e 1’essere calcolabile,
Heyting (1962b, p. 197) sosterra che essa contiene una circolarita: “If we define
the notion of a calculable function as meaning a recursive function, then the
definition of the latter notion requires for its interpretation the notion of
calculability. Therefore, it is circular to define recursiveness by calculability”.
6Come si vedra, tra 1 concetti sono annoverati sia enti matematici sia nozioni a-
stratte.

7 Heyting (1955, p. 14) prende in considerazione le accuse rivolte a Brouwer che
ritenevano mistica 1’origine della duo-unita (dando al termine “mistica” un signifi-
cato diverso da quello che aveva per Brouwer) e precisa: “Qu’on non interpréte pas
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Fortunately, in order to understand intuitionistic mathematics, it is
not necessary to adhere to these philosophical and psychological
theories. [...]

Brouwer has often stressed that intuitionistic mathematics consists
more in an activity than in a doctrine. Therefore it cannot ade-
quately be described by starting from certain philosophical prem-
ises and reasonings on the basis of these. This way of proceedings
brings with it the danger that these premises may be considered as
essential for intuitionism, while they are not. By clinging to his Kant-
ian starting-point, Brouwer has not always escaped this dangerS.

A questo scopo, cio¢ per meglio liberare 1’intuizionismo da ogni le-
game con una filosofia particolare, descrisse la formazione dei nu-
meri naturali come radicata nella capacita (presente in ogni atto di
pensiero umano?) di focalizzare 1’attenzione su una fra le sensazioni
date, nel concentrarsi su questa, dove “capacita” va intesa nel du-
plice senso che non solo si ¢ in grado di effettuare [’isolamento, ma
che lo si puo reiterare a piacere:

Possiamo costruire la successione dei numeri naturali in questo mo-

do, iniziando a pensare a un’unitd; ¢ la medesima costruzione spiri-

tuale che deve essere eseguita anche nella formazione della percezio-

ne “una matita”. Poi noi pensiamo “ancora un’unitd” e infine pen-

siamo che quest’ultimo passo puo essere ripetuto a volonta. I tre con-
9 (13

cetti “uno”, “ancora uno” e “ripetutamente ancora uno” sono suffi-
cienti a costruire la teoria dei numeri naturali (1935b, pp. 126-127).

We can count all sorts of things, but they have one property in
common, namely that they can be isolated. Isolating an object, fo-
cusing our attention on it, is a fundamental function of our mind.

cette intuition brouwérienne comme si elle nous donnait, d’une maniére ‘mysti-
§1ue’, une vue sur le monde”.

Heyting ci ha tenuto anche a sottolineare che neppure ’accettazione del solipsi-
smo Brouweriano ¢ condizione necessaria per comprendere 1’intuizionsimo nella
sua globalita.

9 Giustifico cosi I'idea Brouweriana che la matematica costituisce la parte esatta
del pensiero umano, in quanto la capacita di produrre i numeri naturali ¢ presente
in ogni atto di pensiero razionale.
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No thinking is possible without it. In isolating objects the mind is
active. Our perception at a given moment is not given as a collec-
tion of entities; it is a whole in which we isolate entities by a more
or less conscious mental act. [...] In reality, what we isolate men-
tally are not objects, but perceptions. I can fix my attention on a
certain impression, in most cases visual. In practice this impression
is immediately associated with innumerable memories, impres-
sions, and images to form the notion of an object in the general
sense of the word. But for counting it is inessential what there is
isolated, it is the mental act of isolating that matters. The entity
conceived in the human mind is the starting point of all thinking,
and in particular of mathematics. When we think, we think in enti-
ties. This does not mean that all our mental life consists of thinking in
entities. On the contrary, the more intensely we live, the less we think
in isolated entities. Under the influence of strong emotions the world
seems a whole, loaded with emotion. Only after the emotions are
soothed we map out aims and ways to attain them (1974, p. 4).

In questo modo egli mise maggiormente 1’accento sulla singola uni-
ta anziché sulla duo-unita.

Si noti, infine, che solo da 197419 Heyting inizio a sottolineare
un altro aspetto del concetto di unita, ovvero che essa deve venire
conservata nella memoria, anche se Brouwer aveva sempre esplici-
tamente alluso a tale condizione.

2.2 La logica

Il punto di partenza di Heyting per una riflessione sulla logica era
costituito dai contributi di Brouwer sull’argomento, che erano con-
sistiti nel delineare il rapporto logica - matematica e nel criticare il
principio del terzo escluso.

Per quanto riguarda il primo, Heyting si manterra fedele per tutta
la vita all’idea che la logica ¢ subordinata alla matematica, ma ne
dara motivazioni diverse nel corso degli anni. Inizialmente (1930a,

10 Heyting (1974, p. 81). Nel medesimo testo sottolineo che 1’attivita mentale umana
non si esaurisce nel pensiero razionale, ma che questo si realizza nei momenti di mi-
nore intensita emotiva: quando si ¢ travolti da una forte carica di sentimenti, non si
riesce ad avere una visione “nitida” della realta.
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p. 42) ripropose esattamente il discorso di Brouwer: la matematica ¢
pensiero Denktitigkeit e, se ogni linguaggio ¢ strumento per la co-
municazione, ¢ di principio impossibile costruire un sistema formale
equivalente all’intuizionismo, perché le possibilita del pensiero su-
perano quelle di espressivita finita del linguaggio, e allora le leggi
logiche non servono a costruire la matematica, ma “werden in jedem
einzelnen Fall gleichsam von neuem entdeckt als giiltig fiir das eben
betrachtete mathematische System” (Heyting 1930a, p. 42).

Nel 1954, invece, Heyting non considerava piu la logica come
espressione della matematica, ma come parte della matematica: la
logica ¢ costituita dai teoremi pitt generali della matematica.

E due anni piu tardi scrisse (1956a, p. 97):

The word “logic” has many different meanings. I shall not try to give
a definition of intuitionistic logic, any more than I have begun this
course by a definition of mathematics. Yet a preliminary remark will
be useful. Our logic has only to do with mathematical propositions.

Infine, nel 1974, Heyting individuo (1974, pp. 86-87) tre modi di
definire la logica. Prese come esempio il sillogismo: “A ¢ un B; o-
gni B ¢ un C; dunque A ¢ un C”, e disse che esso puo venire letto
come:

I) se sono d’accordo con A e B, ci si aspetta che io sia d’accordo
anche con C;

II) se A e B sono veri, anche C ¢ vero;

Ill)se AeBeBeC,alloraAceC.

Nei primi due casi la logica ¢ intesa come matematica applicata, in
quanto fa parte nel primo caso della linguistica (il sillogismo viene
letto come regola del linguaggio) e nel secondo di una teoria filoso-
fica sul mondo (il sillogismo ¢ letto in riferimento a un’ontologia).
Nell’ultimo caso, la logica ¢ considerata composta da teoremi ma-
tematici e, quindi, come una parte concettualmente complicata e so-
fisticata della matematica (il sillogismo ¢ letto come un teorema di
teoria degli insiemi).

Per quanto riguarda la critica al principio del terzo escluso, essa
costitui 1’unico punto di riferimento iniziale di Heyting per delinea-
re un’interpretazione delle costanti logiche: Brouwer non aveva af-
frontato questo argomento, perché esulava dai suoi interessi, ma

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



44 Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

dalla sua rilettura intuizionista del principio del terzo escluso si po-
teva estrapolare il significato intuizionista della disgiunzione e della
negazione.

Occorreva, pero, in primo luogo stabilire un criterio generale che
costituisse la linea da seguire per dare un’interpretazione a tutte le
costanti logiche. Heyting giunse, attraverso continui ripensamenti
stimolati dalle critiche e dai suggerimenti di altri autori — dimostran-
do in prima persona che effettivamente la matematica ¢ frutto di col-
laborazione —, a delinearlo in termini di condizioni di asseribilita.

Il “la” sulla strada verso la esplicitazione del concetto di condi-
zione di asseribilita fu il dibattito sulla “logica di Brouwer”. Nel
1927 Barzin ed Errera scrissero ’articolo Sur la logique de M.
Brouwer a proposito della critica di Brouwer al principio del terzo
escluso: dicendo che il terzo escluso non vale, secondo loro, Brou-
wer avrebbe affermato 1’esistenza di un terzo valore di verita. Co-
struendo un sistema d’assiomi (che doveva essere intuizionistica-
mente accettabile!!) per una logica a tre valori, gli autori giunsero a
dimostrare che essa o contiene una contraddizione o fa collassare i
tre valori di verita di nuovo su due.

P. Lévy, in risposta, fece notare che bisogna distinguere tra “le
simple énoncé d’une proposition” e “son affirmation Brouwerien-
ne”, cio¢ tra una proposizione e 1’asserzione che essa ¢ dimostrata.
Brouwer non aveva asserito la non-validita del terzo escluso (cio¢
non aveva sostenuto che e dimostrato che il terzo escluso ¢ falso e
che, quindi, esiste un terzo valore di verita), ma ’aveva solo enun-
ciata, volendo intendere non una certezza ma uno stato di attesa di
dimostrazione (Lévy 1927, p. 266):

11 Questa almeno era I’opinione di Barzin ed Errera. Tra gli assiomi, comunque,
essi includono —(p&kq) <> —p v —q, e lo usano nella loro dimostrazione di
contraddittorieta. Successivamente — con Heyting (1934, p. 18) — si mette in chiaro
che dell’assioma suddetto non vale il senso: ~(p&q) — —p v —¢, in quanto, per
poterlo derivare all’interno del suo sistema logico, Heyting deve aggiungere
come condizione proprio il terzo escluso: |- ~(p & ¢) & (p v 7p) = (7p v —9q).
In Heyting (19564, p. 101) viene, poi, esplicitamente sottolineato che ~(p & q) -
—p Vv —q intuizionisticamente non vale. Comunque riguardo a questo argomento
Heyting non fece mai alcun riferimento all’articolo di Barzin ed Errera.
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la Logique Brouwerienne ne peut se dispenser d’énoncer au moins
une proposition non Brouwerienne [...] Elle ne saurait donc rester
jusq’au bout fidéle a son idéal.

Pour ma part, je ne saurais le regretter. Le but de la Logique n’est-il
pas de prévoir et de classer les différents cas logiquement possibles,
sans savoir s’il est possibile de le savoir?

Senza polemizzare apertamente sulla accusa di una non completa
consequenzialita di Brouwer, Heyting interviene nel dibattito in ri-
ferimento a Lévy, affermando che una distinzione proposizione-
asserto rispecchia il pensiero di Brouwer!2, ma con una precisazio-
ne. La semplice ripresa di questa distinzione cosi com’era nella tra-
dizione classica (era stata introdotta da Frege e poi accolta da Rus-
sell e Whitehead!3) era, infatti, insufficiente a chiarire il pensiero di
Brouwer, perché “essere dimostrato” classicamente significa solo che
esiste una dimostrazione, anche se non ¢ detto che noi la conoscia-
mo. Perché il concetto di asserto possa adattarsi all’intuizionismo, va
esplicitato che “essere dimostrato” significa che si conosce la sua di-
mostrazione.

12 Come notazione Heyting (1930d, p. 961) introdusse “p” e “+p” nel modo se-
guente: “Considérons la proposition ‘tout nombre pair est la somme de deux nom-
bres premiers’ (supposition de Goldbach). Alors p signifie simplement qu’en pre-
nent au hasard un nombre pair on s’attend a pouvoir trouver deux nombres pre-
miers dont il serait la somme. Cette possibilité se décide aprés un nombre fini de
tentatives. +p au contraire exige une construction qui nous donne cette décompo-
sition pour tous les nombres pairs a la fois”, per poi precisare che |-p e |- +p
hanno lo stesso significato, perché se p ¢ dimostrata, ¢ dimostrata anche la dimo-
strabilita di p, e se +p ¢ dimostrata, si ¢ anche realizzata 1’intenzione di una prova
di p, cioé¢ si ¢ dimostrata p.

13 Heyting aveva elaborato il suo sistema logico passando in rassegna proprio
quello di Russell ¢ Whitehead. Cosi chiarisce egli stesso in una lettera del
23.09.1933 di risposta a O. Becker che, appunto, gli aveva domandato come egli
avesse proceduto a costruire il suo sistema (citazione in Troelstra 1988, p. 8). Si
noti che nel 1928 Glivenko aveva elaborato una lista di assiomi di logica enuncia-
tiva intuizionisticamente validi, ma che Heyting al momento della prima stesura
del suo sistema logico non ne aveva avuto notizia (Troelstra 1988, p. 3).

Anche Kolmogorov aveva dato nel 1925 un sistema di assiomi valido intuizionisti-
camente: esso, perd, non aveva avuto diffusione in Europa occidentale perché era
scritto in russo. A posteriori si puo dire che esso coincide col “Minimalkalkiil” che
Johansson presento nel 1936.
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In questo contesto egli sottolined (1930d, p. 960) che:

Evidemment entre |- p ¢ |- —p il y a un troisiéme cas, celui ot ’on
ne sait démontrer ni p ni —p. On pourrait designer ce cas par p’,
mais il faut bien se rendre compte que p’ ne sera presque jamais un
énoncé définitif, puisq’il faut tenir compte de la possibilité¢ que la
démonstration, soit de p, soit de —p, réussisse un jour. Si ’on ne veut
pas risquer de devoir rétracter ce qu’on a dit on ne devra dans le cas
p’ énoncer riene de tout. C’est ainsi qu’on obtient la logique [...] que
j’ai développée avec plus de détails dans un mémoire récent.

Due anni piu tardi (1932b, 272), sempre all’interno del dibattito con
Barzin ed Errera, scrisse: “‘On ne sait pas si le principe du tiers
exclu est vrai’. Or, cette phrase n’exprime aucun théoréme ni de
mathématiques ni de logique; elle n’est qu’un avertissement”.

Occorre precisare che Heyting apporto delle variazioni alla defi-
nizione di proposizione. Egli comincio col ritenerla “un probléme,
ou mieux encore une certaine attente” (Heyting 1930d, p. 958).
Successivamente (Heyting 1931a, p. 113) modifico la terminologia
in seguito a uno spunto che aveva ricavato dalle osservazioni che
Oskar Becker (1927) aveva condotto sulla rilettura Brouweriana del
principio del terzo escluso allo scopo di mostrare come I’inter-
pretazione di Brouwer della negazione trovasse un sostegno nella
teoria del giudizio di Husserl. Becker, infatti, aveva notato che nella
prospettiva fenomenologica la negazione deve essere intesa come
“delusione” (Enttduschung) di un’intenzione, cioé come un’attesa
che viene soddisfatta solo parzialmente. Ad esempio, se si dice:
“Sul tavolo non ¢’¢ un libro” cid significa che si ¢ vista una stanza,
si ¢ visto un tavolo (soddifazione parziale dell’attesa) ma che non si
¢ visto il libro nel posto che si era ipotizzato. Cosi la fenomenologia
forniva un sostegno alla definizione Brouweriana di negazione co-
me ipotesi che si rivela contraddittoria. Heyting ne ricavo 1’idea che
tutte le proposizioni potessero venire intese come intenzioni, piu
precisamente come intenzioni di dimostrazioni.

In una lettera del settembre 1934, Becker sottoline6!4 1’importanza
di generalizzare la “logica come calcolo di compiti attraverso il

14 Citazione da van Atten (2005, p. 138).
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concetto fenomenologico di intenzione (un “compito” € un caso
particolare di “intenzione”), intesa nel senso husserliano oggettivo-
noematico. Tuttavia, in quell’anno Heyting riprese la terminologia
del “porre problemi”: la proposizione “a A b” significa “risolvere i
due problemi a e b”; “a v b” “risolvere almeno uno dei problemi g,
b”, ecc. Egli non diede spiegazioni chiare del cambiamento. Accen-
no solo (1955, p. 17) al fatto che anche Kolmogoroff in quegli anni
aveva sviluppato un “calcolo di problemi” formalmente identico a
quello suo intuizionista, senza far ricorso alle ipotesi intuizioniste.
Possiamo supporre che Heyting accogliesse questa interpretazione
proprio per il suo desiderio di “ecumenismo”, di ricerca dell’accordo
al di 1a delle ideologie.

In ogni caso, asserire una proposizione significava avere dimo-
strazioni effettive, costruzioni, da specificare a seconda dell’inter-
pretazione che si intendeva attribuire alle costanti logiche.

Da tale principio si ricava immediatamente quello delle condi-
zioni di asseribilita. Infatti, se ci si domanda come si possa attribui-
re un significato alle costanti logiche e se si ritiene che la logica e-
sprima solo teoremi — cio¢ asserti —, si conclude immediatamente
che dare il significato a una sua costante consiste nel darne la con-
dizione di asseribilita (1956a, p. 97).

Dal momento che Heyting ha sottolineato — come abbiamo visto
sopra — che gli asserti esprimono dimostrazioni effettive, cio¢ co-
struzioni, la ricerca delle condizioni di asseribilita € avvenuta sulla
base di questa premessa (che egli poi denominera “principio di po-
sitivita” — 1958c¢, p. 108). L’occasione per presentare una prima e-
laborazione di un sistema formale intuizionista venne dal quesito
posto da G. Mannoury alla Wiskundige Genootschap (la Societa
Matematica di Amsterdam) nel 1927 nei seguenti termini (tradotti
in Troelstra 1982a, p. 165):

By its very nature, Brouwer’s set theory cannot be identified with the
conclusions formally derivable in a certain pasigraphic system. Nev-
ertheless certain regularities may be observed in the language which
Brouwer uses to give expression to his mathematical intuition; these
regularities may be codified in a formal system. It is asked to

1) construct such a system and to indicate its deviations from
Brouwer’s theories;
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2) to investigate whether from the system to be constructed a dual
system may be obtained by (formally) interchanging the principium
tertii exclusi and the principium contradictionis.

Heyting propose un suo saggio sull’argomento e vinse il concorso.
Egli comunque rispose solo al primo quesito. Per spiegare questa
stranezza, van Dantzig (1957, p. 16) avanza l’ipotesi: “Heyting
probably sideswept this question by remarking that the formal du-
alization of his system does not make sense as a logic”. Gli articoli
di Heyting del 1930 costituirono una revisione del saggio del 1928.

Per quanto riguarda specificamente la definizione di ciascuna
delle costanti logiche, innanzitutto ho gia accennato al fatto che
Heyting estrasse il significato della disgiunzione pv ¢ e della nega-
zione —p — rispettivamente come asserto della costruzione di p o
della costruzione di ¢, e come asserto della costruzione che porta a
contraddizione una prova di p — dalla rilettura di Brouwer del prin-
cipio del terzo escluso. In un secondo tempo Heyting modifico in
parte la sua interpretazione originaria della negazione: ¢id avvenne
in seguito a una lettera di Glivenko in proposito e alla definitiva in-
terpretazione dell’implicazione, percio riprenderemo 1’argomento
dopo aver trattato quest’ultima.

La congiunzione, poi, non presentava alcuna difficolta, e per
quanto riguardava il quantificatore esistenziale era chiaro che dal
punto di vista dell’intuizionismo esso richiede la costruzione effet-
tiva di un oggetto per il quale sia dimostrato che gode della certa
proprieta in questione.

Piu complessi, invece, si presentavano i casi dell’implicazione e
del quantificatore universale: Heyting tornera a ripensarci su piu volte.

Nel suo primo articolo del 1930 Heyting delineo (1930a, p. 44)
il significato dell’implicazione semplicemente come: “a—b ¢ cor-
retta se a ¢ corretta e b ¢ corretta”. Freudenthal, pero, gli fece no-
tare la problematicita del concetto in una lettera del 23.09.3015. Egli
elenco due possibili interpretazioni dell’implicazione:

1) quando penso ad @, devo pensare a b;
2) quando a ¢ stato provato, allora lo ¢ anche b,

15 Citazione in Troelstra (1983) p. 205.
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ed affermo di ritenere la seconda piu adatta (e piu in linea con la
trattazione di Heyting del 1930).

Questa lettera ebbe come esito la formulazione definitiva
dell’implicazione da parte di Heyting!®:

Aus Threr Bemerkungen ist mir klar geworden, dass es nicht haltbar
ist, a—b einfach durch “wenn ich a denke, muss ich b denken” zu
erkldren; dieser Gedanke ist auch wohl zu unbestimmt um {iber-
haupt als Grundlage einer Logik dienen zu kénnen. Aber auch Thre
Formulierung: “wenn a bewiesen ist, so ist » bewiesen” befriedigt
mich nicht ganz; wenn ich mir (sic) frage, was Sie damit meinen
konnen, glaube ich, dass auch a—b, wie die Negation, auf ein Be-
weisverfahren Bezug nehmen muss: “ich besitze eine Konstruktion,
welche aus jedem Beweis fiir a einen Beweis fiir b ableitet”. Diese
Interpretation halte ich im Folgenden fest.

Heyting realizzo 1’idea di Freudenthal che nel significato dell’im-
plicazione a—b deve essere presente un legame tra la prova di a e
quella di b teorizzando che I’implicazione consista in un metodo
che trasforma una prova di ¢ in una prova di b.

A questo punto, come avevamo anticipato sopra, Heyting compi
un’ulteriore riflessione sulla negazione, cogliendone due aspetti ul-
teriori. Il primo gli venne suggerito da Glivenko nella lettera del
24.10.193317:

Admettons vox axiomes [...] et de plus I’axiome suivant:

“Il existe un élément 0 tel que, quel que soit 1’élément B, on a
0—>B”.

Formellement, ce systéme sera équivalente a votre. Seulement, au
lieu de I’opération “—a” on aura ici I’opération a—0.

Glivenko, cio¢, mise in luce come la negazione fosse riconducibile
alla implicazione.

Riflettendo su questa caratteristica, Heyting si rese conto dell’altro
aspetto: non basta definire la negazione —a come costruzione che por-

16 Citazione in Troelstra (1983) pp- 206-207.
17 Citazione in Troelstra (1988) p. 16.
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ta a contraddizione una prova di a, bensi occorre definirla come co-
struzione che porta a contraddizione qualunque ipotetica prova di a.

Per quanto riguarda il significato degli asserti universali, in una
lettera non datata!® Kolmogorov mise il dito nella piaga:

Ich habe inzwischen iiber Ihr Beispiel des Satzes “Fiir alle i gilt
a<b” nachgedacht. Es sei im allgemeinen x eine Variable und P(x)
eine von dieser Variable abhdngige Aufgabe. Die “Hoffnung” fiir
jedes x eine Losung der Aufgabe P(x) zu finden ist in meiner Ter-
minologie weder eine “Aufgabe” noch eine “Aussage”. Es wire
sehr interessant zu wissen ob Sie mit dieser Hoffnung eine positive
Erwartung verbunden, dass fiir jedes x die Aufgabe P(x) wirklich
geldst wird (von wem und wann?)19.

E Heyting in una lettera a Becker del 23.09.33 dimostro di avere
chiarita e risolta la problematica20:

Die Aussage ‘Fiir jedes i ist a,=b, 148t zweierlei Auffassung zu. a)
Sie kann die Aufgabe bedeuten, einen allgemeinen Beweis zu su-
chen, der sich bei der Wahl eines bestimmtes Index i zu einen Be-
weis flir a,=b, spezialisiert; b) man kann darunter die Erwartung
verstehen, dass es, wenn man immer wieder einen Index i beliebig
wiihlt, jedesmal gelingen wird, a,=b, zu beweisen [...] Meine Logik
gilt dann, wenn jede Aussage in der Art wie unter a) verstanden
wird.

cio¢ Heyting designo come significato delle proposizioni universali
un “allgemeiner Beweis”, ovvero un metodo di prova.

In conclusione, Heyting come quadro generale delle costanti lo-
giche dal 1956 (1956a, pp. 97-98) propone il seguente:
P Vv g puo essere asserito se e solo se almeno una delle due propo-
sizioni p e g puo essere asserita;

18 Citazione in Troelstra (1988, pp. 17-18).

19 Correttamente Troelstra (1981, p. 19) fa notare che “Kolmogorov’s explanation
of a—b as the problem of reducing the solution of b to the solution of a is less pre-
cise than Heyting’s interpretation however” e che, quindi, la lettera e i lavori di
Kolmogorov costituirono uno stimolo alla riflessione di Heyting sull’implicazione,
ma non ne fornirono direttamente la definizione definitiva.

20 Citazione in Troelstra (1988, p. 8).
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2. Arend Heyting: uno sguardo solare 51

p & g puo essere asserito se e solo se entrambe p € g possono es-
sere asserite;

—p puo essere asserito se e solo se possediamo una costruzione che
porterebbe a contraddizione la supposizione che una qualunque co-
struzione p sia riuscita (—“p=p— (a & —a));
Pp—>q puod essere asserito se e solo se possediamo una costruzione
che unita a qualunque costruzione che provi p porterebbe automa-
ticamente alla prova di ¢ (supposta effettuata la prova di p);

PxP(x) pud essere asserito se e solo se possediamo un metodo ge-
nerale di costruzione che, posto che x vari sulla specie O, qualun-
que elemento @ di Q si scelga, porti per specializzazione la costru-
zione p(a).

IxP(x) puo essere asserito se e solo se puo essere effettivamente co-
struito un elemento a di Q per cui P(a) ¢ vero.

Con la riflessione sull’implicazione Heyting giunse anche a
formulare la contrapposizione fra logica del sapere e logica
dell’essere: nella prima si esprime cid che si sa vero, nella seconda
cio che ¢ vero. Con tale contrapposizione mise in rilievo due aspetti
di immediatezza/antimetafisicita della logica intuizionista rispetto a
quella classica.

Il primo aspetto ¢ costituito dal fatto che la logica del sapere,
proprio per la lettura particolare che da all’implicazione, ¢ piu vici-
na al significato che si attribuisce ad essa nel linguaggio naturale, in
cui si suppone sempre che ci sia una connessione fra antecedente e
conseguente, connessione che non ¢ assolutamente evidenziata dal-
la lettura classica in termini di valori di verita che sussistono
dall’eternita?!.

Il secondo aspetto ¢ costituito dal fatto che la logica del sapere
evita quella complicatezza e metafisicita intrinseca nella logica
classica, dovuta alla sua esigenza preliminare di una risposta a pro-
blemi filosofici di fondo, in quanto essa si gioca tutta sul concetto
di vero, e questo comporta interrogativi ontologici intorno al signi-
ficato di tale concetto e alla relazione fra asserti € mondo esterno
(che li verifichi).

21 Questa motivazione mi sembra un po’ debole, perché anche le relazioni fra va-
lori di verita potrebbero sussistere dall’eternita.
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Alla possibile obiezione che una gnoseologia ¢ perlomeno tanto
controversa quanto un’ontologia, Heyting rispose che (1956b, p.
228):

il faut choisir quelque point de départ; ce qui importe c’est que les
notions de base soient aussi immédiates que possible. Or, du moins
pour I’homme, le savoir est plus immédiat que 1’étre, qui ne se ma-
nifeste pour lui que par une analyse du savoir.

All’altra obiezione rivolta dai matematici classici, cioé che
I’intuizionismo sottopone la logica e la matematica classiche a dra-
stiche mutilazioni, Heyting replico che proprio la non-validita di
una legge logica — la —a—»a — “ripaga” delle mutilazioni cui
I’intuizionismo sottopone la logica classica: infatti, la non equiva-
lenza di @ e —a causata dalla non-validita di —a—a induce a con-
siderare ~—a (in generale e, quindi, con essa ogni concetto espres-
so da una doppia negazione) come una nuance diversa di a e, quin-
di, in generale induce a vedere piu sfumature di quante ne consen-
tisse la logica classica (Heyting 1932c, 275):

La nécessité de sacrifier plusieurs énoncés classiques n’entraine pas
forcément un appauvrissement de la science. La subtilité¢ des nuances
logiques engendre des distinctions mathématiques et des finesses de
démonstration d’un charme incomparable. Méme celui qui cherche la
beauté dans le nombre des théorémes sera content, car par ces
distinctions nouvelles beaucoup de théorémes se divisent en plusieurs
cas différents.

2.3 1l linguaggio

Data I’idiosincrasia di Brouwer per il linguaggio simbolico, ¢ pos-
sibile sospettare che Heyting, quando diede alla fine degli anni ‘30
un sistema logico intuizionista, fosse “deviante” rispetto alle linee
direttive del maestro e ipotizzare che Brouwer non avesse apprezza-
to il lavoro dell’allievo. Come, pero, fanno notare Troelstra e
Schmitz?2, ci sono almeno cinque dati che rendono improponibile

22 Troelstra (1981, pp. 16-17) e (1988, p. 11) e Schmitz (1987, pp. 14-16).
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quest’immagine delle relazioni Heyting-Brouwer.
Innanzitutto ¢’¢ la testimonianza di una lettera del 17.07.1928 di
Brouwer a Heyting sul suo calcolo intuizionistaZ3:

Your manuscript interested me extraordinarily, and I regret that
now I have to return it in a hurry... I have learned to appreciate your
work so much that I would like to ask you to rework and rewrite it
in German (preferably with more details, instead of less)

e una del 09.10.1930 di Brouwer a T. de Donder?4:

En preparent une note sur l’intuitionisme pour le Bulletin de
I’Académie Royale de Belgique, je fus agréablement surpris d’en
voir paraitre une de mon éléve M. Heyting élucidant d’un maniere
magistrale les points que j’avais voulu mettre en lumiére moi-
méme.[...] J’examinerai si a la note de M. Heyting il reste a ajouter
quelche chose qui puisse approfondir les notions générales sur la
logique intuitionniste.

Poi esiste la circostanza che Brouwer stesso propose la pubblica-
zione del lavoro di Heyting sui Mathematische Annalen. Inoltre,
non va dimenticato che anche Brouwer si era comunque interessato
di logica, perlomeno limitatamente ai principi a v —a, ~a v —a,
T a—a.

Infine, c’¢ il fatto che Heyting, all’inizio degli articoli che presen-
tano il suo sistema logico, invitd a non identificare 1’intuizionismo
con tale sistema.

Nei lavori successivi, Heyting illustro in dettaglio la sua posi-
zione sul linguaggio simbolico: ¢, quindi, interessante osservare da
vicino I’intero discorso che egli ha portato avanti a questo proposito
nel corso delle sue opere, per valutare il suo rapporto con la posi-
zione di Brouwer non solo sulla singola questione dell’elaborazione
di un sistema logico intuizionista, ma sulla questione piu generale
concernente il linguaggio.

L’accordo con Brouwer ¢ palese nel fatto che Heyting pensa che
il linguaggio in ogni caso abbia scopo persuasivo e che in matema-

23 Citazione di Troelstra (1981, p. 17).
24 Citazione in Troelstr a (1988, p. 11).
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tica si tratta di indurre ’ascoltatore a edificare una costruzione
mentale analoga alla propria (in matematica, come in un romanzo,
si vogliono suscitare determinate reazioni nell’ascoltatore): percio il
linguaggio matematico ha senso solo in quanto esprime costruzioni
mentali. Inoltre, Heyting di Brouwer chiaramente condivide ’idea
che non si puo mai escludere la possibilita di un fraintendimento
(neppure se si usa un linguaggio formale).

Sembra, invece, che Heyting si diversifichi da Brouwer quando
ritiene il linguaggio inevitabile nella costruzione della matematica.
Pero, quando egli da come motivazione il fatto che una matematica
senza comunicazione € con il supporto di una memoria illimitata sia
un’idealizzazione (1949, p. 308), si nota che sta interpretando il te-
sto di Brouwer in cui questi dice?:

For a human mind equipped with an unlimited memory, pure
mathematics practised in solitude and without using linguistic signs,
would be exact, but the exactness would be lost in mathematical
communication between human beings with an unlimited memory.

Quindi si puo sostenere che Heyting abbia tratto 1’idea proprio da
Brouwer26, I’abbia colta come lato nascosto del suo discorso.

Per quanto riguarda I’accettazione del linguaggio simbolico,
Heyting sostenne I’ammissibilita (teoretica) e la fruttuosita dell’uso
in matematica del linguaggio sia non simbolico?’ che simbolico: la
scelta dell’uno o dell’altro, quindi, va considerata una questione di
gusto individuale (1935b, p. 127). Egli cito (1947a, p. 130) a suo
sostegno la lezione di Gerrit Mannoury sulla “taalgradatie” (grada-
zione fra i linguaggi), secondo la quale tra i due tipi di linguaggi
non c’¢ una netta differenza, in quanto la duplice componente —

25 Brouwer (1933) in 1975 p. 443.

Si tenga presente che van Dalen (1991, p. 41) ha sostenuto che Brouwer stesso
era consapevole dell’inevitabilita del linguaggio in matematica.
Inoltre, Heyting (1968a, p. 312) afferma che Brouwer “has sometimes described
mathematics as an activity of the mathematical community as a whole”, anche se
non porta prove di questo fatto.
21 Heyting (1947a, p. 130) sottolinea comunque che la terminologia di tale lin-
guaggio non coincide con quella comune, ma che va appresa con I’uso, come si fa
con la lingua madre.
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emotiva e indicativa — ¢ presente, anche se in quantitd diversa, in
entrambi 1 tipi. Gerrit Mannoury, recependo gli studi sul linguaggio
compiuti da Lady Victoria Welby a fine Ottocento, aveva enucleato
la componente indicativa e quella emotiva in ogni atto linguistico,
alle quali aggiunse, in un secondo tempo, anche quella volitiva-
intenzionale (van Dantzig 1958, p. 425). Su questa base, aveva ela-
borato?® una “scala dei linguaggi”, che, tenendo conto del differente
peso della componente emotiva ¢ del valore categorematico dei
connettivi usati, andava dalla massima emotivita alla minima, dalla
minima esigenza di comunicazione alla massima, dalla minima rea-
lizzazione della comunicazione alla massima:

1) linguaggio di base: la connessione non ha nessuna importan-
za, la parola esprime emozioni profonde e non s’interessa
dell’atteggiamento dell’ascoltatore (es. il linguaggio dei pri-
mitivi);

2) linguaggio emotivo: la connessione ¢ percepibile ma non ri-
gida, la parola evoca emozione, non conta 1’esistenza di un
ascoltatore (es. la poesia occidentale e 1’ideografia orientale);

3) linguaggio di utilita: la connessione ¢ essenziale, la parola
singola non significa nulla, occorre un accordo di volonta di
fondo, e per evitare fraintendimenti, ci si riferisce ai bisogni
umani fondamentali (linguaggio del commercio);

4) linguaggio scientifico: la connessione segue prescrizioni, le
parole sono ammesse solo se si riferiscono ad un mondo fe-
nomenico comune a tutti gli individui, i fraintendimenti sono
quasi esclusi;

5) linguaggio simbolico: la connessione precostituita ¢ 1’unica
che conta, ci si riferisce a categorie mentali comuni, il frain-
tendimento ¢ escluso e il suo discorso viene fatto per essere
inserito nel linguaggio di utilita o in quello scientifico.

By, Mannoury (1934) e anche Brouwer (1975, p. 224-225), come rendiconto del-
le attivita preliminari all’interno del circolo Signific di cui entrambi facevano parte
e in cui tale scala era stata discussa. Essa, comunque, era un’idea di Mannoury
(van Dalen 2005, p. 368).
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In questo contesto Heyting precisd ulteriormente il confronto fra
intuizionismo ¢ formalismo, suggerendo di vederli come due modi
diversi di dare senso al linguaggio: il primo ponendolo in relazione
con una certa realta (mentale), il secondo in modo olistico, cio¢ tut-
to chiuso all’interno del linguaggio stesso. Tali modi — egli sottoli-
ned?? — sono comunque gia presenti nell’ambito di altre discipline:
in particolare la metafisica riesce a fornire un senso ai suoi termini
solo nel suo stesso interno.

Una volta ricondotta I’apertura di Heyting verso il linguaggio
simbolico alle tesi di Brouwer, si pud considerare non deviante ri-
spetto alle posizioni del maestro anche il suo apprezzamento per la
formalizzazione come strumento ed occasione di analisi di concetti
e presupposti presenti nella pratica matematica30:

It was only with this formalisation that the modern research of
foundation became praticable, as without its aid it would not have
been possible to put the problems with sufficient clearness to per-
mit their thorough treatment

anche perché si affretta ad aggiungere: “Formal mathematics played
an important role with the creation of intuitionistic mathematics3!,
although to comprehend the latter formalism is not essential”. Te-
stimonianza in tal senso sarebbe anche la sua nota di rammarico re-
trospettiva autobiografica (1978, p. 15):

I regret that my name is known to-day mainly in connection with
these papers (on the formalization of intuitionistic logic and mathe-
matics), which were very imperfect and contained many mistakes.
They were of little help in the struggle to which I devoted my life,

29 Heyting (1947a, p.130).
30 Heyting (1947b, p. 282).

I Troelstra (1981, p. 16) nota a questo proposito, riferendosi al rammarico di
Heyting relativamente alla propria opera di elaborazione di un sistema formale
intuizionista (che qui ¢ riportato nel seguito del testo): “In more recent years
formalization has become an important tool in the investigation of intuitionistic
concepts [...]. Actually, Heyting himself recognized the importance of
formalization, expecially in the recent investigations of choice sequences [...]; but
presumably he underestimated the historical importance of his own pioneering
work in this connection”.
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namely a better understanding and appreciation of Brouwer’s ideas.
They diverted the attention from the underlying ideas to the formal
system itself.

Tuttavia, il suo riconoscimento del ruolo del linguaggio nell’in-
tuizionismo, pur non essendo di per sé in netto contrasto con
I’impostazione Brouweriana, trovo in Heyting delle conclusioni assai
devianti, frutto della sua ulteriore riflessione sul tema dell’evidenza.

2.4 Critiche alla negazione

Le riflessioni di Heyting sul tema dell’evidenza verranno partico-
larmente stimolate dalla critica alla definizione di negazione opera-
ta da G.F.C. Griss, all’interno dell’ottica fondazionale intuizionista
comune a Brouwer, come richiesta di maggiore coerenza con essa.

L’adesione di Griss all’intuizionismo dipende dalla Welt-
anschauung che egli espose nel libro del 1946 Idealistische filoso-
fie. Essa si basa sul dato originario che la coscienza coglie quando
raggiunge la propria pienezza: il soggetto si distingue dall’oggetto,
ma [’uno non ha senso senza 1’altro. Questo dato ¢ 1’apriori, la con-
dizione di ogni esperienza, ¢ pud essere osservato da diversi punti
di vista: soffermandosi sugli enti che risultano dalla scissione e sul-
le loro mutue relazioni, oppure soffermandosi sull’unita di soggetto
e oggetto, oppure considerando entrambi gli aspetti nel loro essere
collegati. Nel primo caso si fa matematica, nel secondo mistica,
nell’ultimo filosofia.

Cominciamo dalla filosofia, dal momento che considera il dato
originario nella sua interezza. Non ¢ una delle scienze, perche il lo-
ro scopo ¢ la descrizione di fenomeni, il suo la verita, né deve inter-
ferire con le scienze: non pud nemmeno classificarle, perché esse
ridefiniscono continuamente il loro ambito e vengono inglobate
all’interno di altre piu comprensive. Per questo Griss etichetto la
filosofia da lui delineata “idealismo empirista”, spiegando che: essa
non sostiene (a differenza del realismo) I’esistenza delle cose in s¢;
riconosce (come I’empirismo ma a differenza dell’idealismo assolu-
to hegeliano) I’importanza dell’esperienza ma (come I’idealismo in
genere e a differenza dell’empirismo) anche dell’apriori; non di-
pende (a differenza dell’idealismo critico kantiano) dalla validita
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delle scienze e non le deduce (a differenza dell’idealismo assoluto).
Griss defini tale filosofia anche “umanista” perché concentra
I’interesse sull’uomo.

Essa, poich¢ coglie il dato originario, sa anche indicare qual ¢ il
fine della vita dell’uomo, quindi sa fondare una morale: il fine ¢ lo
sviluppo delle conseguenze della piena consapevolezza del legame
soggetto-oggetto, cio¢ I’abolizione di ogni dualismo, 1’armonia col
tutto. Al di 1a di questo, la filosofia non da ulteriori specificazioni:
non puo dettare norme particolari assolute, perché nella realizzazio-
ne del fine ci si imbatte di continuo in circostanze contingenti innu-
merevoli, che vanno valutate caso per caso nell’ottica escatologica.

Griss descriveva cosi le tappe che 1’uomo percorre verso la co-
noscenza degli altri: definiva 1’“i0” come unificazione dei ricordi,
notava che esso ¢ sempre accompagnato da un certo complesso di
esperienze che ¢ il “corpo”, e da altre esperienze collegate fra loro
in modo stabile, che sono le “cose”. Tra queste ci sono corpi simili
al nostro: sono gli “uomini”. Di essi riscontriamo in un primo mo-
mento un’analogia tra il loro comportamento ed il nostro, per cui
ipotizziamo che abbiano un certo grado di consapevolezza, e poi,
stando a loro stretto contatto spirituale, ci rendiamo conto che han-
no una piena consapevolezza.

L’armonia col tutto significa sia che lo sviluppo del singolo av-
viene sempre tramite contatto con gli altri, sia che ciascuno ¢ re-
sponsabile per gli altri, sia che lo sviluppo spirituale non avviene
senza quello materiale. Cio comporta da un lato che il fine dello sta-
to deve essere la realizzazione dell’uomo (perché 1’uomo viene aiu-
tato nella sua realizzazione dalla vita in comune), dall’altro la ne-
cessita del socialismo, ovvero di uno stato che regimenti la produ-
zione in modo da garantire il maggior benessere per tutti (“even-
tualmente) anche con la statalizzazione dei mezzi di produzione,
perché la piena realizzazione riguarda anche 1’aspetto materiale. La
filosofia puo, quindi, affiancarsi alla classe operaia gia organizzata
in movimento (entrambe hanno come fine lo stato ideale, cio¢
un’utopia), per fornirle una base “spirituale”, teorica. A quanti o-
biettano che il guadagno ¢ lo sprone degli imprenditori, questa ri-
spondera che gli imprenditori, una volta raggiunta la pienezza della
coscienza, si sentiranno completamente appagati dal collaborare al
benessere di tutti, senza bisogno di ulteriori stimoli.

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



2. Arend Heyting: uno sguardo solare 59

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

3

Per quanto riguarda la mistica, Griss affermava che essa “vive cio
che la filosofia comprende e vive”: sente 'unione del singolo col tut-
to, dell’uomo con la divinita, facendo raggiungere cosi I’immortalita
in questa vita, e accettare serenamente la morte come un’“inversione
di marcia”. Di per sé la mistica pud anche accompagnarsi ad una fi-
losofia dualistica e puo anche sfociare nell’ascetismo, ma questo ¢
un limite, un pericolo, perché ¢ un modo di vedere solo parte della
realta. Il fatto, pero, che la mistica possa accordarsi con la sua filoso-
fia — che egli considerava prodotto della ragione —, induceva, comun-
que, Griss a salvare la mistica, definendola quindi parte essenziale
della religione. Aggiungeva, poi, che tutto cid che di quest’ultima
non ¢ evidente all’'uomo andava scartato e che, pertanto, essa ¢ su-
perflua per la ricerca della verita.

Per quanto riguarda la matematica, il fatto che sia un modo di os-
servare il dato originario ha due conseguenze rilevanti. Innanzitutto
la scissione di soggetto-oggetto da cui essa parte pud essere vista
come lo schema della produzione di nuove unita e, quindi, si puo dire
che il fondamento dei numeri naturali risiede proprio nel dato origi-
nario. In secondo luogo, non si possono concepire le costruzioni ma-
tematiche indipendentemente dal matematico, perché, in genere, non
si pud concepire il prodotto senza il produttore: percio si puod affer-
mare che qualcosa “esiste matematicamente” solo se € costruita men-
talmente e che ¢ “vera” solo se ¢ evidente all’intelletto.

Si nota subito che I’impostazione della matematica di Griss ¢ la
medesima di Brouwer: partendo da una Weltanschauung solare,
armoniosa, equilibrata, ottimista, aperta verso 1’umanita, attenta a
valorizzare ogni lato della persona, Griss era giunto alla medesima
impostazione della matematica che Brouwer aveva delineato in un
quadro cupo su cui incombeva il peso del senso del peccato,
dell’esigenza di ascesi, della triste rassegnazione al proprio destino,
della volonta di sopraffazione sempre presente nei rapporti tra gli
uomini.

La critica di Griss alla definizione di negazione fu preceduta in
Idealistische filosofie da un’altra posizione contestatrice: 1’affer-
mazione che la matematica ¢ vaga.

Questa affermazione dipendeva dalla diversa Weltanschauung
(rispetto a quella di Brouwer) che aveva condotto Griss all’intui-
zionismo: il legame tra tutte le cose evidenziato dal dato originario
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da cui parte la sua filosofia implica, infatti, I’impossibilita di distin-
guerle nettamente, per cui quanto piu la matematica procede in
quest’opera, tanto piu diventa imprecisa.

Tale vaghezza ¢ intrinseca ma, secondo Griss, anche indispensa-
bile allo sviluppo della matematica, in quanto ¢ all’origine delle
successioni infinite: “infinite” significa che non si sa quando do-
vrebbero terminare (significa che procedono indefinitamente), ed ¢
proprio la vaghezza degli enti matematici responsabile del fatto che
non si sa dove fermare le loro successioni. Griss nota che le succes-
sioni infinite sono “soggettive” nel senso che dipende dal soggetto e
non da un criterio generale decidere quando interromperle.

Tale vaghezza si presenta in contrasto con le affermazioni di
Brouwer in un duplice senso: perché contesta 1’esattezza della ma-
tematica e perché rende inaccettabili i metodi dimostrativi che si
svolgono in un numero di passi finito ma molto grande.

Per quanto riguarda 1’esattezza, Brouwer sosteneva che essa ca-
ratterizzasse la matematica nel momento dell’esperienza mentale,
mentre non trovava nessuna garanzia del fatto che si potesse con-
servare al di fuori di essa, poiché la memoria ¢ debole e nessun lin-
guaggio — in quanto strumento di potere e, per questo, rivolto verso
I’esterno — ¢ in grado di esprimere il mondo dell’interioritd. Per
Griss, invece, la matematica nella mente dell’'uvomo ¢ vaga ¢ non
esatta: ’unica esattezza possibile (nel senso che I’unica cosa che si
mantiene sempre costante) ¢ di tipo formale, perché i segni — a dif-
ferenza dei loro referenti — non variano nel tempo (Griss 1946b, p.
22). L’idea viene ripresa in Griss (1948c, p. 164):

Si nous écrivons p. e. la suite des nombres naturels, 1, 2, 3, etc., alors
ces contenus sont les impressions des signes écrits [...]. Or, si I’on ré-
ussit trés bien a séparer ces impressions les unes des autres, il semble
qu’une exactitude absolue puisse étre atteinte. On en veut méme aux
moyens qu’on a utilisés, p.e. aux signes écrits, si I’on faillit éventuel-
lement, au lieu de chercher la cause de cet échec dans la raison
méme, cette raison étant beaucoup moins exacte sans ces moyens. 11
arrive aussi qu’on reproche la non-exactitude a la langue ou a la mé-
moire. Mais on ne peut atteindre 1’exactitude compléte, une sépara-
tion absolue des objects mathématique étant impossible.
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Per quanto riguarda i metodi dimostrativi con un numero di passi
finito ma grande, Brouwer non li distingueva da quelli con un nu-
mero di passi finito e piccolo: qualunque operazione richiedesse un
numero finito (generico) di passi era secondo lui perfettamente do-
minabile dall’uomo, anzi, perfino (1975, p. 109) “da una macchina
o da un animale addestrato”. In particolare, tutte le proprieta di si-
stemi finiti, poiché dimostrabili (o confutabili) in un numero finito
di passi, erano sempre decidibili. Percid per Griss il principio del
terzo escluso regge in un ambito ancora piu ristretto di quello deli-
neato da Brouwer, che aveva contestato la validita del terzo escluso
solo nel caso di domini infiniti. Griss, invece, nota che man mano
che il numero dei passi richiesti cresce, il metodo diventa sempre
meno definito e, quindi, non da nessuna garanzia sulla sua corret-
tezza. Ne segue che non tutte le questioni riguardanti ambiti finiti
sono decidibili.

Mentre la critica all’esattezza della matematica dipendeva dalla
sua propria Weltanschauung, la critica alla definizione Brouweriana
di negazione concerneva solo I’intuizionismo (indipendentemente
dalla Weltanschauung di riferimento). L’obiettivo contro cui Griss si
rivolse non era il concetto di negazione, ma la definizione di nega-
zione come “ragionamento per assurdo”, ovvero come asserto corri-
spondente ad un ragionamento che termina con una contraddizione.
Da non confondere con la dimostrazione per assurdo, che parte ne-
gando [’asserto a che si vuole provare, ricava da cid una contraddi-
zione e conclude @ tramite la legge —a—a. Griss evidenzio
(1948a, pp. 71-72) I’incompatibilita di tale significato di negazione
con I’impostazione intuizionista prendendo in considerazione un
esempio di ragionamento per assurdo:

On suppose par exemple qu’il satisfasse une fraction a 1’équation
x% = 2 et on trouve une contradiction, car pour chaque fraction qu’on
substitue a x le premier membre différe de deux. Faire la supposition
qu’une preuve soit donnée, tandis que cette preuve parait étre impos-
sible, est incompatible avec le point de départ constructiv et évident,
car I’existence d’une preuve est identique au fait qu’elle a été donnée

e, confrontandolo con un ragionamento che egli considerava intui-
zionisticamente accettabile: “On peut dire p.e.: si un nombre est di-
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visible par 4 il est divisible par 2, puisqu’il existe des nombres qui
sont divisibles par 4”, la conclusione fu:

La suppression du raisonnement par négation entraine donc le fait
qu’il ne faut pas faire de suppositions a moins qu’il ne soit connu
qu’il existe des systémes mathématiques satisfaisant aux supposi-
tions.

La critica di Griss si basa, dunque, su questa riflessione: il “ragio-
namento per assurdo” si conclude con una contraddizione, percio la
costruzione ipotetica che in esso si cerca di portare a termine si di-
mostra impossibile. Ma in matematica, in una matematica basata
sull’evidenza, possono avere luogo solo costruzioni portate a termi-
ne. Percio, il ragionamento per assurdo non pud essere accettato
all’interno della matematica. Al ragionamento per assurdo Griss ri-
conobbe una collocazione in quello che chiamava lo stadio “prema-
tematico” di ricerca della dimostrazione e che ritenne fosse analogo
alla “synthese globale” di G. Bouligand. Questi, in un abbozzo di
epistemologia pubblicato nei Comptes rendus de l’Academie des
Sciences, aveva distinto la “synthése globale” dalla soluzione defi-
nitiva vera e propria dei problemi, definendole rispettivamente co-
me Griss fa per lo stadio prematematico e per quello matematico.
Infatti, la “synthése globale” ¢ il “systéme en expansion et base
commune a laquelle les mathématiciens qualifiés, a cet instant, font
appel pour aborder les problémes” e “s’accomode de la seule ab-
sence de contradiction, ce qui permet d’y raisonner par 1’absurd une
fois admis le tiers exclu”, mentre “le praticien s’efforcera de cons-
truire la solution” (Bouligand 1947a, pp. 1747-8).

Il nuovo significato che Griss da alla negazione ¢ di confronto
fra due enti (gia costruiti) e rilevamento che essi hanno ca-
ratteristiche diverse: che non sono sovrapponibili. Si noti che non
c’¢ circolarita in questa definizione: “non sovrapponibili” significa
che, se si porta un ente sull’altro, I’uno avra caratteristiche in piu
rispetto all’altro (e anche viceversa). L’ammissibilita intuizionista
di tali operazioni ¢ garantita dall’intuizione originaria della duo-
unita: essa, fondando I’unita e la duita, fonda anche la capacita di
distinguerle.

A questa critica Brouwer rispose semplicemente fornendo un e-
sempio di impossibilita di conversione di proprieta negative in pro-
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prieta positive. Brouwer introdusse un generico asserto matematico
a, “per il quale non si conosce alcun metodo né per dimostrare che
¢ assurdo né per dimostrare che ¢ assurda la sua assurdita” (1975, p.
478). In relazione ad essa, “il soggetto creativo crea” una succes-
sione che prosegue infinitamente di numeri razionali a,, a,, as...
secondo questa direttiva: fintantoché, mentre sceglie a,, il soggetto
creativo non ha sperimentato né la verita né I’assurdita di o, ogni a,,
¢ scelto uguale a zero; non appena, tra la scelta di a, | e a, egli ha
ottenuto la prova di a, a, come a,.,, (per ogni numero naturale v) ¢
scelto uguale a 2; non appena, tra la scelta di a,_; e a, egli ha spe-
rimentato I’assurdita di o, a; come a ,, (per ogni numero naturale
v) ¢ scelto uguale a 2. A parte i problemi interpretativi legati
all’introduzione dell’espressione ‘“‘soggetto creativo” che per ora
accantoniamo e che analizzeremo nel seguito, ¢ chiaro che la suc-
cessione in questione non puo essere uguale a zero, perché cio po-
trebbe accadere solo se I’asserto matematico in questione non fosse
mai sperimentato né vero né assurdo. Ma cio significa dire che esso
non ¢ dimostrato vero ¢ non ¢ dimostrato assurdo (—a & —a), che ¢
una contraddizione. Quindi il numero a cui converge la successione
¢ diverso da zero (proprieta negativa). Ma di esso non possiamo af-
fermare che sia maggiore di zero o che sia minore di zero (proprieta
positive), perché per dimostrarlo dovremmo sapere che 1’asserto ¢
assurdo o sapere che I’asserto € vero, dati che al momento non ab-
biamo.

Tuttavia, questa non rappresenta una risposta credibile a Griss:
equivale a dire che non puo cambiare la definizione di negazione,
altrimenti perderebbe “pezzi” di matematica. Ma ¢ un’obiezione
sconcertante da parte di uno studioso che non ha indugiato a toglie-
re al pugile Hilbert i guantoni, a sfrondare la matematica classica, in
nome di una coerenza etica.

Heyting, invece, colse il peso della critica di Griss e reagi in
maniera piu articolata. Rendendosi conto che il nucleo della critica
di Griss era rivolto contro le costruzioni ipotetiche che non riescono
ad essere portate a termine, raggruppo i vari tipi di “bedingte Kon-
struktionen” che sono presenti nei concetti intuizionisti. Egli co-
mincio a stenderne un elenco nel 1949 (pp. 306-307), lo rifini nel
1958 (1958a, pp. 332-337 e 1958c, pp. 103-104), e ne diede una
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versione dettagliata e definitiva nel 1962 (1962b, p. 195) all’interno
di una scala di gradi di evidenza:

the highest grade is that of such assertions as 2 + 2 =4, 1002 + 2 =
1004 belongs to a lower grade; we show this not by actual counting,
but by a reasoning which shows that in general (n+2) + 2 = n + 4.
Such general statements about natural numbers belong to a next
grade. They have already the character of an implication [...] This
level is formalized in the free variable calculus. I shall not try to ar-
range the other levels in a linear order; it will suffice to mention
some notions which by their introduction lower the grade of evi-
dence.

1) The notion of the order type ®, as it occours in the definition of
constructible ordinals.

2) The notion of negation, which involves a hypotetical construc-
tion which is shown afterwards to be impossible.

3) The theory of quantification. The interpretation of the quantifiers
themselves is not problematical, but the use of quantified expres-
sions in logical formulas is.

4) The introduction of infinitely proceeding sequences.
5) The notion of a species.

Come si vede, Heyting presento al primo posto cid che non richiede
costruzioni ipotetiche, ossia le operazioni su numeri naturali picco-
1i32, e poi diede come concetti che fanno riferimento a costruzioni
ipotetiche quelli di metodo (asserti con variabile libera, con quanti-
ficatore universale e ordinali di tipo ®), di condizione mai soddisfa-

32 Si noti che qui (e, precedentemente, nel testo 1958c, p. 103) Heyting presenta
come meno evidenti i ragionamenti, cio¢ le operazioni su numeri “grandi”, mentre
nel 1949 (pag. 306) erano gia gli stessi numeri “grandi” ad essere indicati come
meno evidenti di quelli “piccoli”: “Reeds de beschouwing van wat grotere natuur-
lijke getallen staat op een ander plan. Het verschil tussen 1000 en 1001 is zeker
minder helder dan dat tussen 3 en 4” (“Gia la possibilita di vedere numeri naturali
un po’ piu grandi sta su un altro piano. La differenza tra 1000 e 1001 ¢ sicuramente
meno chiara di quella tra 3 e 4”). Le operazioni, comunque, sono un caso piu gene-
rale della formazione dei numeri naturali e la comprendono.
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cibile (negazione), di costruzione in divenire (successioni di libera
scelta), e di proprieta ipotizzabile (specie).

Heyting osservo (1958a, pp. 335-337) che solo nel caso dei nu-
meri naturali “piccoli” le operazioni vengono effettuate compiuta-
mente e, quindi, “unmittelbar iiberblickt werden kdnnen”, possono
essere osservate direttamente: tutti gli altri casi hanno un grado di
evidenza piu debole e, percid, danno luogo a dubbi o, addirittura,
inducono ad un loro rifiuto.

Per quanto lo concerneva in prima persona, i suoi dubbi riguar-
davano le specie e le successioni di libera scelta.

Sulle successioni di libera scelta egli ammise fin dal principio la
sua perplessita. Anche Brouwer inizialmente — dal 1907 al 1917 —
non aveva ammesso successioni infinite se non predeterminate da
una legge, ma poi si era convinto dell’accettabilita delle successioni
di libera scelta. Egli non esplicitd mai nelle opere pubblicate cosa
gli avesse fatto cambiare idea: semplicemente affermo di aver rico-
nosciuto I’evidenza di tali successioni.

Cio che a Heyting sembrava piu difficile da accettare delle suc-
cessioni di libera scelta era la totale liberta che si ha nel produrle:
gli sembrava, infatti, che questo lasciasse margine alla “soggettivi-
ta” e alla temporalita e che percio esse non potessero venire consi-
derate qualcosa di matematico. Riconoscendo, pero, che costituiva-
no un arricchimento rispetto alla matematica classica (e sottoline-
ando questo fatto tra gli aspetti positivi dell’intuizionismo, che ri-
pagano — come gia I’analisi concettuale piu sottile — delle mutila-
zioni inferte alla matematica classica) egli cerco delle ragioni per
spiegarne I’ammissibilita e mise in luce in prima istanza la possibi-
lita di imporre limitazioni sulle successioni: Brouwer stesso, intro-
ducendo le successioni di libera scelta per fondare i numeri reali,
aveva comunque dato una condizione, quella di convergenza. Inol-
tre, il fatto di potere calcolare con esse ¢ una rassicurazione sulla
loro oggettivita. Infine (19564, p. 34):

33 Nel testo 1958a p. 337 egli aveva anche sottolineato la possibilita di costruzioni
ipotetiche che a loro volta si riferiscono a costruzioni ipotetiche (ad es. la dimo-
strazione Brouweriana del teorema del ventaglio) o a una negazione.
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Generally speaking, we eliminate the subjective and temporal as-
pects in the notion of an infinitely proceeding sequence by admit-
ting only such reasonings as apply to a sequence indipendently of
choices that must still be made.

In questo senso egli ha sempre contestato 1’uso della terminologia
“successioni di libera scelta”, preferendo quella di “successioni che
proseguono indefinitamente”.

Per quanto riguarda la nozione di specie, Heyting parlo inizial-
mente, nel testo 1958a (p. 335), in modo specifico dell’esistenza di
difficolta nelle specie finite:

Es empfiehlt sich, nur solche Spezies endlich zu nennen, denen ei-
ne bestimmte, berechenbare, endliche Kardinalzahl zukommt. Die-
se Endlichkeitsbegriff ist sehr eng. Eine Teilspezies einer endlichen
Teilspezies braucht nicht endlich zu sein. [...] Besondere Schwie-
rigkeiten bereiten die Potenzspezies der endlichen Spezies; fiir die-
se kann man nur beweisen, dass sie numerisch begrenzt sind.[...] Es
hat den Anschein, dass der Begriff der Potenzspezies, also der Spe-
zies aller Teilspezies einer vorgelegten Spezies, obgleich zuléssig,
so doch ziemlich unfruchtbar ist.

Come si vede, non si tratta qui di difficolta concettuali connesse
con costruzioni ipotetiche, ma del problema della ristrettezza della
nozione. Nel testo fa riferimento alle nozioni di “pseudo-endliche”
e “quasi-pseudo-endliche Spezies” introdotte da de longh (1948)
per rimediare alla ristrettezza della nozione di specie finita, percio
si puo pensare che questa prima critica alle specie gli sia stata sug-
gerita proprio da de longh. Successivamente (1962b, p. 195), le sue
critiche dipesero dal fatto che il concetto di “proprieta” gli sembra-
va troppo vago e, quindi, egli non riusciva a comprendere come si
potesse parlare di specie di futti i numeri naturali, e neppure perché
si ammettesse questa e non anche la specie di tutte le specie. Percio
concludeva (1962b, p. 195): “I prefer not to use this notion”.
L’esistenza di un dissenso tra intuizionisti riguardo a cosa dovesse
essere ritenuto evidente indeboliva la posizione intuizionista che ave-
va vantato il fatto di basarsi su quanto ¢ evidente come punto di forza
rispetto alle altre scuole fondazionali con la motivazione che all’e-
videnza ['uomo non puo rifiutare 1’assenso. Percio Heyting cerco di
minimizzare il problema dell’esistenza di gradi di evidenza, soste-
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nendo che, in generale, il consenso completo si pud ottenere solo su
questioni formali e che, comunque, tra gli intuizionisti ¢’era concor-
danza unanime sulle idee di base. In questo senso Heyting affermo
(1949, p. 307):

Questo passo (tornare ad accettare una concezione platonista degli
enti matematici) nella sua globalita non sarebbe paragonabile ai pre-
cedenti [...] Ci verrebbe richiesto non di riconoscere un nuovo meto-
do di costruzione, ma una tesi filosofica, il cui senso e motivazione
sono dubbi gia per le cose della vita quotidiana, e nell’applicazione
agli enti matematici diventa ancor pit incomprensibile.

Ma, poi, la sua maturata consapevolezza dell’importanza del ruolo
del linguaggio in matematica lo condusse ad un generale ripensa-
mento sulle scuole fondazionali e alla conclusione che esse non co-
stituissero il modo corretto di fare filosofia della matematica. Ad
un’analisi attenta, infatti, secondo Heyting, saltava agli occhi che
(Heyting 1953b, pp. 197-198):

Un mathématicien formaliste écrit des formules suivant des régles
clairement formulees, mais le philosophe portera son attention
également sur les jugements de valeur que le formaliste fait sur son
systéme, et sur I’interprétation tacite qui le guide dans la construction
du systétme. De méme, quand I’intuitionniste prétend s’intéresser
exclusivement aux constructions mentales, le philosophe observera
qu’il fait tout de méme des calculs formels et se demandera quel est
le réle du calcul dans la conception intuitionniste.

Cette analyse, quoique incompléte, montre déja que le formalisme et
I’intuitionnisme, accentuant chacun 1'un des caractéres fondamen-
taux des mathématiques classiques, n’ont pas pu affranchir comple-
tement les deux aspects, de sorte qu’aucune des deux théories ne
donne une solution définitive du probléme de 1’object des mathéma-
tiques. [...] Ces résultats indiquent que la question de I’object est mal
formuleé et qu’il faut d’abord en chercher un énoncé plus adéquat.

Heyting in questo modo attribuiva un nuovo ruolo alla filosofia del-
la matematica (1958c, p. 102):

The best way in which philosophy can be of service to intuitionism
is by studying intuitionistic thought as it is described by intuitionis-
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tic mathematicians, and to investigate the philosophic suppositions
which are implied in

e in generale (1953b, p. 194-195):

Le plus souvent le savant qui introduit une méthode nouvelle n’est
pas conscient de modifier le but de la science et 1’idéal de la mé-
thode scientifique. C’est au philosophe qu’incombe la tiche de dé-
gager nettement les idées fondamentales de la théorie nouvelle [...]
La forme idéale de la philosophie des mathématiques, que nous
voyons réalisée le mieux chez Platon et Leibnitz, consiste donc en
I’analyse des méthodes et des notions fondamentales, dans leur
comparaison avec celles d’autres sciences et dans la détermination
des limites de leur applicabilité.

E ne concludeva (1958a, p. 338):

[...] die sogenannte klassische Mathematik, die sich als eine merk-
wurdige Mischung sehr heterogener Bestandteile erwies. Viele
Grundlagenschwierigkeiten rithrten daher, dass diese Bestandteile
nicht klar unterschieden wurden. In der formalistischen Mathema-
tik ist nun der formale Bestandteil, in der intuitionistischer Mathe-
matik derjenige Bestandteil, der auf der Zahlanschauung beruht [...]
Der dritte wesentliche Bestandteil der klassischen Mathematik, der
wir als den platonischen bezeichen wollen [...] wird von beiden
Richtungen verworfen

che puo essere considerato il risultato proprio del suo ripensamento
da un lato su evidenza e linguaggio nell’intuizionismo, e dall’altro
sul ruolo “distante” che la filosofia deve avere nei confronti della
matematica.

2.5 Riflessioni filosofiche di Arend Heyting

Heyting dichiarava nei suoi scritti matematici di poter fare a meno di
ipotesi filosofiche. Esiste, tuttavia, un faldone di suoi manoscritti
inediti, conservati nell’Archivio Reale dell’Olanda del Nord a
Haarlem, che raccolgono sue riflessioni legate alla tematica del so-
lipsismo. Era quello un tema su cui un collaboratore di Brouwer si
trovava in modo naturale a fare i conti, sia perché parte della perso-
nalita del maestro, sia perché presente, in modo pitt 0 meno pesante,
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nelle sue opere. I manoscritti risalgono in una piccola parte (etichet-
tata con le sigle F1 e F2) agli anni Trenta, mentre nella maggior
parte sono stati composti tra il 1978 e il 1980.

Nei manoscritti non pubblicati, Heyting non intendeva sviluppare
una filosofia in generale, ma solo quel tanto di riflessione filosofica
che gli consentisse di superare teoreticamente la questione del solip-
sismo. Egli preciso che: “La mia sola arma qui € I’introspezione. La
psicologia come scienza ¢ inutilizzabile per questa ricerca perché
continuamente tratta un concetto di verita o un altro” (F6.2), ed af-
fermo che la filosofia, per non essere dogmatica, deve partire dai
dati della coscienza. Nella parte piu antica delle sue riflessioni, li
descrisse come segue:

E come se io fossi un tessuto molto fine, ma coperto con una spessa
vernice, cosicché rimangono visibili solo i contorni piu grossolani.
Se riesco a rimuovere lo strato di vernice, viene alla luce il disegno,
ed ¢ un disegno indescrivibile. Non si puo definire nulla di piu raf-
finato; le sue linee non hanno importanza; il suo sviluppo in se
stesso ¢ nulla; tuttavia c¢’¢€ in esso tutta la forza del mondo, tutta la
bellezza e tutta 1’emozione: solo la sua superficie ¢ toccata dalla
vernice; sotto di essa, il tessuto conserva tutta la sua bellezza. Ma
perché non puo esistere se non ¢ coperto? Non appena la vernice ¢
rimossa, il contatto col mondo esterno gli fa cambiare la forma e
cancellare i suoi colori cosicché io lo ricopro di nuovo per evitare
che svanisca (F1.4).

Nella parte piu recente degli appunti, ribadi che la vita dello spirito ¢
“completa indeterminatezza”, non ¢ suddivisibile, non consiste di u-
nita separabili e di rapporti tra loro. E la ragione la facolta di “isola-
re” che I’'uomo ha. Essa compie I’individuazione, cio¢ distingue le
singole impressioni e sensazioni dal nostro io € poi compie un colle-
gamento fra queste unita individuate. Questo collegamento

¢ totalmente diverso dall’unita della vita dello spirito: ¢ piuttosto un
antagonismo, attraverso il quale si escludono 1’un I’altro e rafforza-
no la propria individualita (F1.5).

Il collegamento piu frequente ¢ quello temporale, tra ricordi, che
giocano un ruolo importante nel lavoro della ragione. E fornisce un
esempio:
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Io percepisco nella mia anima impressioni sicure, che esercitano un
grande influsso sulla mia vita spirituale. La ragione pone collega-
menti tra queste impressioni e altre precedenti, alcune delle quali la
ragione ha collegato con impressioni visive (F1.5).

Tali impressioni sono state seguite da certe sensazioni tattili, alcune
delle quali la ragione ha collegato al concetto di “corpo” (F1.5). Ne
segue che, anche in questo caso, dopo certi movimenti, noi possiamo
avere le sensazioni tattili che testimoniano che ci sono corpi. E, sem-
pre sulla base di precedenti esperienze, essa giunge a una rappresen-
tazione del tipo e della forma dei corpi: la rappresentazione consiste
di sensazioni visive e tattili immaginate (F1.5).

Lo schema spaziale interviene in aiuto in questa operazione. Ta-
le schema non ha origine dall’esperienza, perché “I’esperienza non
ci da nulla di determinato”, ma ¢ “costruito dalla ragione con la sua
propria forza e viene poi applicato all’esperienza” secondo un pro-
cesso di induzione, avendo notato che diverse sensazioni tattili e vi-
sive sono classificabili nello spazio tridimensionale e che cid € uno
strumento potente nella lotta per la sopravvivenza.

Heyting utilizza la terminologia popperiana del mondo 1-2-3, ri-
combinata, per presentare il suo percorso dalla coscienza al mondo:
Mondo 1 ¢ per lui il mondo del contenuto della coscienza; mondo 2 ¢
quello delle altre menti; mondo 3 il mondo esterno (cui fa apparte-
nere anche il proprio corpo), € poi aggiunge un “mondo 4”, che ¢ il
mondo dell’astrazione (F5 p. 24). Infatti, secondo Heyting. una vol-
ta operate la spazializzazione e la temporalizzazione, ha luogo
I’astrazione, che si sviluppa lungo la scala seguente (F11.5):

1. esperienza diretta (le persone sono incluse);

2. rappresentazione nel mio intorno in cui posso muovermi;

3. ricordi dei dintorni in cui mi sono trovato prima;

4. comunicazioni degli altri;

5. relazioni spaziali tra gli intorni rappresentati;

6. sistematizzazione delle relazioni con I’aiuto di carte e globi;

7. inserimento di tutte le strutture in una generalizzazione spazia-
le all’infinito;

8. astronomia;

9. piccoli oggetti microscopici;
10. fisica teorica. Particelle che “esistono” una frazione di secondo.
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Egli precisa che la maggior parte delle persone arriva solo fino alla
quinta di queste tappe. Inoltre, aggiunge

Ciascuno di questi concetti astratti comincia con qualcosa di sem-
plice ed evidente. Cosi 1’“esistenza”: prima ci sono gli oggetti del
mio diretto intorno, che esistono; da ultimo stelle e mesoni. Quanti
gradini ci sono tra questi e come il concetto cambia quando passa
da uno all’altro?

Dio, i numeri reali e i grandi cardinali sono in cima di tali gradini: a
quale gradino vale la regola per il quantificatore esistenziale? (F5 p.
20).

Nella coscienza ¢ possibile trovare gli altri in modo immanente, at-
traverso il contatto spirituale, cio¢ il sentirsi modificato — in positi-
vo, dunque arricchito — Sulla base di cid ipotizza ’esistenza degli
altri, cui, poi, per analogia con se stesso, attribuisce un corpo. Il
corpo, dunque, rimane in secondo piano. Addirittura, per Heyting
prima vengono le altre menti e poi il mondo esterno:

In my opinion the notion of other mind is more primitive than that
of an outside world. As long as he does not psysically attack me
(there are other exceptions) anotherman’s mind is to me more im-
portant than his body (Even if he threatens to attack me I try to
change his mind, not his body) (F19.1).

Nei suoi scritti non pubblicati, pur ricchi di riflessioni sui contenuti
di coscienza come punto d’inizio per la filosofia, il fine ultimo ¢ il
superamento del solipsismo Brouweriano. Infatti afferma “in cio
che segue, saranno discusse alcune questioni filosofiche concrete
senza bisogno di avere una definizione generale di filosofia” (F8.7).
E c’¢ comunque traccia di un velato disprezzo per la filosofia:

Due filosofi non sono d’accordo. Come puo accadere cio? Entram-
bi sono intelligenti, hanno riflettuto profondamente sulle questioni
specifiche. Deve essere che usano le parole con significati diversi, e
poiché il significato di una parola puo essere determinato solo
dall’uso che se ne fa, la differenza tra i significati deve essere de-
terminata dal lavoro individuale. Questo ¢ un compito importante
per la filosofia secondaria. Cosi, invece di due filosofi, si potrebbe
studiarne uno solo! (F8.19).
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Aggiunge anche: “La filosofia consiste in una riflessione sistematica,
specifica e in un’iterazione della riflessione. Dopo la prima iterazione
non viene alla luce nulla piu di nuovo” (F8.25).

Potremmo dire che Heyting fa una “filosofia locale” incentrata
su singoli temi: il solipsismo da un lato e la pratica matematica
dall’altro, dove il suo far filosofia & una ricerca all’interno dell’uomo
di funzioni semplici, condivisibili, inoppugnabili che spieghino certi
convincimenti e certe pratiche.
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3. Il naturalismo di Penelope Maddy

Il pensiero di Penelope Maddy ha conosciuto due fasi principali, in
cui I’autrice, americana, docente di logica a Irvine, ha dapprima so-
stenuto una forma di platonismo matematico (detta “realismo in-
siemistico”), che poi ¢ evoluto in una forma di neo-naturalismo.

Convinta dell’importanza della teoria degli insiemi, si ¢ ispirata,
per sua stessa ammissione (1989, pp. 1135-1136), a Godel e Quine!,
traendone, di volta in volta, spunti assai diversi, a sostegno dell’e-
voluzione della sua teorizzazione. I suoi primi contributi alla filosofia
della matematica sono venuti in riferimento alla critica epistemologi-
ca di Paul Bencerraf al platonismo matematico. Occorre, dunque, ri-
cordare in questo paragrafo iniziale, sinteticamente, le tematiche in
gioco e i tre autori di riferimento.

3.1 Le ‘fonti’ di Maddy

Il termine ‘platonismo’ in filosofia della matematica ¢ ormai qual-
cosa di acquisito, di scontato, la cui origine sembra perdersi nella
notte dei tempi. Tracce di ascendenza platonica (meglio, pitagorico-
platonica) del concetto di insieme si trovano negli scritti dello stes-
so Georg Cantor (1962, p. 204):

1 Nei suoi scritti iniziali, Maddy parla sempre di Quine e Putnam insieme, come-
confluenti in un unico pensiero, che costituisce, in aggiunta a quello di Goédel, fon-
te d’ispirazione per lei. Nella sua seconda fase di pensiero, pero, quando matura il
neo-naturalismo, Putnam non compare piu come riferimento: percio indico qui
Quine e non Quine-Putnam come autore d’ispirazione costante per Maddy.
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Per ‘varieta’ o ‘insieme’ intendo [...] in generale ogni Molti che si la-
scia pensare come Uno, cio¢ ogni aggregato di elementi determinati
che puo venir legato in un tutto attraverso una legge e credo con cid
di definire qualcosa di affine all’¢idos o all’idea platonici, cosi come
a quello che Platone nel suo dialogo ‘Filebo o del sommo bene’
chiama mikton. Egli contrappone quest’ultimo all’apeiron, cioé
all’illimitato, all’indeterminato che io chiamo infinito improprio, co-
me pure al péras, cio¢ al limite, e lo definisce come una ordinata
‘commistione’ degli ultimi due. Al fatto che queste idee sono di ori-
gine platonica accenna lo stesso Platone.

Successivamente, un esempio di uso del termine ‘platonismo’ in ri-
ferimento alla filosofia della matematica venne da Russell nelle sue
note autobiografiche, dove affermava? che, nei primi anni del No-
vecento, nella sua fase estremista di reazione all’idealismo, era arri-
vato ad un realismo cosi forte da trovarsi in una sorta di universo
platonista costellato da enti matematici. In modo esplicito, egli
scrisse in una lettera a Couturat3 del 5 maggio 1900: “Nell’etica te-
oretica 10 non sono in alcun modo kantiano, ma piu platonista (co-
me in logica) che qualunque altro moderno”.

In Poincaré troviamo un ulteriore riferimento al platonismo a
proposito dei “Cantoriani” (1905, p. 277):

Ma i cantoriani sono realisti anche per quanto concerne le entita ma-
tematiche; ¢ loro opinione che queste entita abbiano un’esistenza in-
dipendente; il geometra non le crea, le scopre. Questi oggetti allora
esistono, per cosi dire, senza esistere, poiché si riducono a pure es-
senze; ma siccome, per natura, questi oggetti sono in numero infinito,
i partigiani del realismo matematico sono molto piu infinitisti degli
idealisti; il loro infinito non ¢ piu un divenire, poiché preesiste alla
mente che lo scopre; lo confessino o lo neghino, bisogna ch’essi cre-
dano all’infinito attuale.

Si puo riconoscere qua la teoria delle idee di Platone; e puo sem-
brare strano vedere Platone classificato tra i realisti; eppure niente ¢
piu opposto all’idealismo contemporaneo del platonismo, benché
questa dottrina sia ugualmente molto lontana dal realismo fisico.

2V. Russell 1959, p. 62.
3 Riportata in Russell 1993, p. 216.
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Il termine, poi, appare in Les étapes de la philosophie mathémati-
que” di Léon Brunschvicg, nel 1912, in riferimento diretto al con-
tributo di Platone alla riflessione intorno alla matematica e al suo
rapporto con la dialettica.

Esso venne, comunque, consacrato nel 1935 da Paul Bernays,
col suo articolo Sur le platonisme dans les mathématiques, nel si-
gnificato di credenza nell’esistenza degli enti matematici come enti
astratti ma indipendenti dalla mente umana. Bernays sottolined il
suo intento di coniare una parola specifica per quel contenuto, senza
velleita filologiche, di ricostruzione del vero pensiero di Platone re-
lativamente ai numeri.

In questa accezione del termine “platonismo”, si parla di Kurt
Godel e di Willard van Orman Quine come dei due rappresentanti
(seppure in modi diversi) piu influenti del platonismo nel XX secolo.

3.1.1 K. Godel

L’articolo di Gdodel del 1947 What is Cantor’s continuum pro-
blem?, nella sua versione ampliata del 1964, ¢ stato il punto di rife-
rimento per decenni nel dibattito sul platonismo di Godel. In esso
Godel, nell’esprimere risultati e attese concernenti il problema
dell’ipotesi del continuo (deriva dagli altri assiomi della teoria degli
insiemi o ne ¢ indipendente?) allude alla ‘realta’ degli insiemi e par-
la di una “facolta dell’intuizione” che dovrebbe servire da guida per
cogliere le proprieta degli insiemi (1964, p. 266):

Malgrado la loro distanza dall’esperienza sensoriale, perd, noi ab-
biamo qualcosa di analogo a una percezione anche per gli oggetti
insiemistici, come si vede dal fatto che gli assiomi ci si impongono
come veri. Non vedo motivi per avere meno fiducia in questa sorta
di percezione, cio¢ nell’intuizione matematica, che nella percezione
sensoriale, che ci spinge a costruire teorie fisiche e ad attenderci
che le percezioni sensoriali future vi si adegueranno e, inoltre, a
credere che un problema oggi non decidibile abbia senso e possa
essere deciso in futuro. E difficile considerare i paradossi insiemi-
stici piu preoccupanti per la matematica di quanto le illusioni sen-
soriali non lo siano per la fisica.

E poco oltre spiega (1964, p. 266):
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Va osservato che 1’intuizione matematica non deve necessariamen-
te essere concepita come una facolta che dia una conoscenza imme-
diata degli oggetti interessati. Sembra, piuttosto, che, come avviene
per ’esperienza fisica, noi ci formiamo le nostre idee anche di que-
gli oggetti sulla base di qualcosa d’altro che ¢ dato immediatamen-
te. Solo che questo qualcos’altro qui non sono, o comunque non in
primo luogo, le sensazioni.

Il quadro viene completato e in un certo senso rettificato dalla pre-
cisazione (Godel 1964, p. 266):

Che qualcosa accanto alle sensazioni sia in effetti immediatamente
dato segue (indipendentemente dalla matematica) dal fatto che an-
che le nostre idee che si riferiscono a oggetti fisici contengono co-
stituenti che differiscono qualitativamente dalle sensazioni o dalle
mere combinazioni di sensazioni, per esempio 1’idea di oggetto
stesso, mentre, d’altra parte, col nostro pensiero non possiamo crea-
re alcun elemento qualitativamente nuovo, ma solo riprodurre e com-
binare quelli che sono dati.

Quindi, emerge che il platonismo di Gddel consiste non solo nel
credere nell’oggettiva esistenza degli enti matematici, in particolare
degli insiemi, ma anche nel credere in un’intuizione di tali enti (e
delle loro proprieta), intuizione che compare anche in fisica, in ag-
giunta alla percezione, e che ci permette di farci 1’idea di un ‘ogget-
to’, andando oltre le singole percezioni o le loro semplici combina-
zioni. Nel caso della matematica, 1’intuizione non si aggiunge alle
sensazioni, cio¢, in matematica sembra non esserci nulla che agisce
direttamente sui nostri organi di senso, ma esistono comunque dei
‘dati’, cui si aggiunge ’intuizione (p. 134):

Evidentemente, la matematica ‘data’ ¢ in stretta relazione con gli
elementi astratti contenuti nelle idee empiriche. Tuttavia, non ne
segue affatto, come afferma Kant, che i dati di questo secondo tipo
siano qualcosa di semplicemente soggettivo, poiché non possono
essere associati ad azioni di certe cose sugli organi di senso. Al
contrario, anch’essi possono rappresentare un aspetto della realta
oggettiva, ma, a differenza delle sensazioni, la loro presenza puo
essere dovuta ad un altro tipo di rapporto tra noi stessi e la realta.
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3.1.2 Wov. O. Quine

Definire Quine un platonista ¢ un’operazione un po’ azzardata, e
certamente richiede qualche precisazione. Eppure Maddy coglie in
un primo tempo in Quine i motivi per vederlo come ispiratore del
suo proprio platonismo-realismo e, successivamente, invece, ne co-
gliera motivi per distanziarsi dal platonismo e delineare un nuovo
naturalismo.

Nel saggio del 1951, Two Dogmas of Empiricism, egli affermo
che lo scopo dello schema concettuale della scienza era di predire
esperienze future alla luce di quelle passate e che lui, da empirista,
riteneva che “gli oggetti fisici siano importati concettualmente nella
situazione come intermediari convenienti”, paragonabili agli dei di
Omero, da cui differiscono, da un punto di vista epistemologico, so-
lo per il grado, nel senso che sono entrambi postulati culturali e “il
mito degli oggetti fisici € epistemologicamente migliore della mag-
gior parte degli altri per il fatto che ¢ stato dimostrato piu efficace
di altri miti come strumento per far funzionare una struttura maneg-
gevole nel flusso dell’esperienza” (p. 44). Lo stesso discorso fatto
per gli oggetti della fisica si estendeva anche agli “enti astratti che
sono 1I’essenza della matematica — in definitiva classi, classi di clas-
si e cosi via”, perché “epistemologicamente, questi sono miti per lo
stesso motivo che lo sono gli oggetti fisici e gli dei, né meglio né
peggio, tranne che per le differenze di grado con cui facilitano il
nostro trattare esperienze sensibili” (p. 45). In questo saggio, dun-
que, Quine suggeriva di accettare enti astratti ¢ oggetti concreti co-
me miti ben funzionanti. Si trattava, pertanto, di una forma di pla-
tonismo un po’ sui generis. Successivamente (Quine 1981), egli
strutturo e preciso in dettaglio un’audace concezione epistemologi-
ca, gia in nuce nei suo precedenti scritti, ma non ancora portata
completamente a coscienza. Essa prevedeva un accantonamento
della “filosofia prima”, stile cartesiano, che mette tutto in dubbio
per trovare certezze assolute da cui partire. La filosofia piu mode-
sta, da lui delineata, doveva invece prendere atto di quanto veniva
prodotto dalla “migliore teoria del mondo” disponibile nella propria
epoca, dove la “bonta” della teoria veniva giudicata secondo cinque
criteri: semplicita, familiarita dei principi, portata, fecondita, con-
ferma delle sue conseguenze verificabili. Inoltre, Quine metteva in
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luce il fatto che, quando si accoglie una teoria, ci si impegna onto-
logicamente ad accettare gli enti presenti in essa in modo necessa-
rio, cio¢ secondo il cosiddetto “principio di indispensabilita”. In
quest’ottica, la nostra accettazione degli oggetti quotidiani, degli
oggetti della fisica e degli oggetti della matematica veniva fatta di-
pendere dalla loro indispensabilita nella nostra attuale migliore teo-
ria del mondo.

3.1.3. P. Benacerraf

Paul Benacerraf ¢ passato alla storia della filosofia della matematica
per le sue critiche al platonismo matematico. In particolare, qui ri-
cordiamo la critica epistemologica (alla quale si ¢ riferita Maddy),
da lui esposta nell’articolo Mathematical Truth del 1973. Egli noto
il fatto che il platonismo matematico avesse il pregio di permettere
una teoria della veritd comune al linguaggio matematico e al resto
del linguaggio* (p. 670):

La matematica e le discipline empiriche non saranno distinte in ba-
se alla grammatica logica. [...] cid significa che la teoria logico-
grammaticale che usiamo in domini meno reconditi e piu trattabili
ci servira altrettanto bene qui. Possiamo limitarci a una spiegazio-
ne, uniforme, e non abbiamo bisogno di inventarne un’altra per la
matematica. [...] Possono essere usate le stesse regole di inferenza e
il loro uso pud essere spiegato dalla stessa teoria che ci da la nostra
spiegazione ordinaria dell’inferenza, evitando cosi un doppio stan-
dard. [...] Cosi com’¢, gli usi standard delle inferenze sui quantifi-
catori sono giustificati da qualche tipo di dimostrazione di validita.
La formalizzazione di teorie nella logica del primo ordine richiede
per la sua giustificazione la garanzia (fornita dal teorema di com-
pletezza) che tutte le conseguenze logiche dei postulati usciranno
come teorema. La spiegazione standard produce queste garanzie. Le
risposte ovvie sembrano funzionare. Rifiutare la visione standard si-
gnifica rifiutare queste risposte. Delle nuove devono essere trovate.

Tuttavia indico una difficolta insormontabile nel platonismo mate-
matico: accordarlo con un’epistemologia “ragionevole” per la ma-
tematica, cio¢ una spiegazione che ben si integri all’interno di una

4 Traduzione mia in Franchella 2001, p. 117.
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3. Il naturalismo di Penelope Maddy 79

teoria generale della conoscenza. Quest’ultima richiede che deve
essere possibile stabilire una connessione tra le condizioni di verita
di p e il motivo per cui p ¢ detto essere conosciuto, almeno per e-
nunciati che non sono innati. In assenza di questo, non si puo stabi-
lire nessuna connessione tra avere quei motivi € credere un enun-
ciato che sia vero.

Ma allorad (1973, p. 673):

Sara impossibile spiegare come una persona conosce un qualunque
enunciato di teoria dei numeri [...] perché non abbiamo nessuna
spiegazione di come noi sappiamo che le condizioni di verita val-
gono per enunciati matematici.

Infatti, gli oggetti matematici sono causalmente inerti e oltre la por-
tata dei nostri sensi.

La posizione di Godel, secondo Benacerraf, ¢ il segno di questa
difficolta: non sapendo spiegare esattamente il legame tra le nostre
facolta cognitive e gli oggetti matematici conosciuti, € costretto a
postulare una speciale facolta cognitiva, 1’intuizione, attraverso la
quale noi interagiamo con questi oggetti.

3.2 Dal realismo insiemistico al neo-naturalismo

La prima fase del pensiero epistemologico di Penelope Maddy si
svolge in risposta alla questione di Benacerraf, ispirandosi
all’intuizione di Godel, a cui, perd aggiunge alcune preziose preci-
sazioni. In Realism in mathematics del 1990, Maddy interroga la
psicologia sperimentale e la neurofisiologia per mettere a fuoco in
dettaglio 1’analogia fra intuizione degli insiemi e percezione degli
oggetti che era balenata a Godel. Nelle ricerche di Donald Hebb
trova un’interessante fonte di ispirazione. Egli, infatti (1980), aveva
mostrato come i neuroni non si limitino a svolgere un’immediata
attivita percettiva, ma proseguano la loro funzionalita di stimola-
zione elettrica reciproca, anche dopo la cessazione dello stimolo
sensoriale. Quest’attivita di stimolo tra vari neuroni fa si che si

5 Traduzione mia in Franchella 2001, p. 118.
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formino gli “assembramenti cellulari”, cio¢ che gruppi di neuroni
mantengano il collegamento I’uno con 1’altro, dando cosi origine al
corrispettivo neurofisiologico dell’*“idea di oggetto fisico”, in varie
tappe. Per esempio, per arrivare a formare assembramenti cellulari
che colgono 1’oggetto “triangolo”, si passera prima per assembra-
menti cellulari che individuano gli angoli; poi questi daranno origi-
ne ad assembramenti che coglieranno un certo triangolo da una cer-
ta prospettiva; vari assembramenti di questo tipo, che si riferiscono
a prospettive diverse, daranno origine ad assembramenti che inte-
grano le varie prospettive riferendole ad un unico oggetto. Questi
assembramenti cellulari di base, che fanno individuare oggetti, poi,
possono concorrere a formare assembramenti ancora piu complessi,
che non connettono, quindi, percezioni, ma direttamente assembra-
menti, costituendo il corrispettivo neurofisiologico di successivi li-
velli di astrazione. Maddy nota che tutte queste osservazioni costitui-
scono la controparte neurofisiologica della spiegazione data da Piaget
per la formazione del concetto di oggetto nel fanciullo, che era tutta
centrata sull’attivitd manipolatoria del bambino nei primissimi anni
di vita, necessaria affinché avvenga tale concettualizzazione. La “ne-
cessita” si spiega col fatto che le continue percezioni relative
all’oggetto, alle varie prospettive sotto il quale esso viene percepito,
mettono continuamente in moto gli stessi neuroni, che vengono, cosi,
stimolati a continuare la loro produzione elettrica gli uni sugli altri,
costituendo, quindi, un assembramento cellulare che funge da “o-
bject detector”. In quest’ottica, Maddy ipotizza un’analogia per
quanto riguarda la formazione del concetto di insieme: gli esperi-
menti di seriazione e messa in corrispondenza che Piaget aveva in-
dicato come necessari per la formazione del concetto di insieme nel
fanciullo costituirebbero la ripetizione dello stimolo su neuroni che
poi continuerebbero ad emettere impulsi elettrici formando un as-
sembramento cellulare di base, che costituirebbe il corrispettivo
neurofisiologico dell’idea di insieme, il “set-detector”.

Mentre questa teorizzazione prende forma completa nel pensiero
di Maddy, I’argomento dell’indispensabilita e il connesso naturali-
smo di Quine si pongono come eventuale sostegno ulteriore (o al-
ternativo) al platonismo. Tuttavia, gia a prima vista, la posizione di
Quine sembra a Maddy troppo sbilanciata verso la fisica, a sfavore
della matematica. L’esistenza degli enti matematici, infatti, passava
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per Quine attraverso la loro necessita (indispensabilitd) per la fisica,
che, sola, rimaneva pienamente autonoma, sovrana, anche rispetto
alla filosofia. Maddy ricorda (1980, p. 31) la critica di Parsons
(1980, p. 151) a Quine: quest’ultima ¢ incapace di spiegare in modo
preciso “I’ovvieta della matematica elementare”, ovvero proposi-
zioni come ‘2+2=4’, in quanto le proposizioni matematiche che tro-
vano applicazione in fisica sono di livello molto piu astratto di que-
ste. Essa interpreta quella critica come segno che la matematica non
puo essere subordinata alla fisica. Ipotizza, cosi, in prima istanza,
una soluzione: la matematica stessa va vista come scienza; dunque,
sulla base dell’argomento dell’indispensabilita, tutti i suoi enti, pur-
ché identificati coi suoi propri metodi, sono garantiti.

Le perplessita sull’argomento dell’indispensabilita, poi, diventa-
no piu ampie. In Indispensability and practice del 1992, analisi di
casi storici mostrano da un lato come una conferma di una teoria
non sia automaticamente conferma degli enti su cui essa si impe-
gna, dall’altro come in matematica le decisioni su questioni aperte,
che pure potrebbero dipendere da fatti fisici, non vengono prese in
relazione ad essi.

Un’ulteriore debolezza dell’argomento dell’indispensabilita viene
individuata in Naturalism and ontology del 1995 nel fatto che gli enti
matematici non sono tenuti allo stesso livello epistemico delle ipotesi
fisiche. A sostegno di quest’affermazione Maddy riporta tre motiva-
zioni (1995, pp. 255-256): 1) gli scienziati distinguono le parti (pro-
babilmente) vere delle loro migliori teorie dalle parti puramente utili;
2) le ipotesi matematiche forti spesso si rivelano esplicitamente false;
3) nel caso in cui della matematica forte sia usata in ipotesi non cono-
sciute esplicitamente come false, le conseguenze di quella matemati-
ca forte non sono trattate su un piede di parita col resto della teoria.
In particolare, non si ritiene che richiedano una verifica diretta.

Lungo questo percorso, mentre va persa sempre piu la fiducia
nell’argomento dell’indispensabilita, permane la fiducia nel natura-
lismo, la posizione di modestia filosofica, secondo la quale la filo-
sofia non deve forzare la scienza, ma solo osservare, con la precisa-
zioneb (1996a, p. 503):

6 Mia traduzione in Franchella 2001, p. 129.
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Ma questo non significa che la filosofia stessa ¢ inutile. [...] Le visio-
ni filosofiche possono essere estremamente utili, perfino essenziali,
in un senso euristico e, di fatto, anche se non ho sottomano esempi da
citare, suppongo che una seria visione filosofica potrebbe migrare e
alla fine diventare cosi legata intimamente all’attuale pratica mate-
matica o scientifica da diventare un principio metodologico legittimo.
Da questo punto di vista, la filosofia dovrebbe essere incoraggiata,
allo stesso modo in cui la matematica pura dovrebbe essere incorag-
giata anche da coloro che sono solo interessati alle sue ultime appli-
cazioni: non ¢’¢ modo di predire cosa diventera utile un giorno.

In quest’ottica, il passo finale di Maddy (almeno per il momento) ¢
espresso, tra I’altro, nei volumi Naturalism in mathematics del 1997
e Second Philosophy del 2007, ed ¢ sostenuto dalla riflessione su
cio che davvero costituisce il motore che muove la ricerca in mate-
matica, fa compiere scelte (ad esempio relativamente agli assiomi),
induce cambiamenti concettuali. La conclusione ¢ che le considera-
zioni sul platonismo non ne fanno parte: una filosofia della mate-
matica che continuasse a perseguire la via della meditazione onto-
logica costituirebbe proprio una forma di forzatura, quindi di anti-
naturalismo, nei confronti della matematica. L’invito finale € ad an-
dare a vedere la pratica della matematica (in cid consiste il neo-
naturalismo di Maddy, in un invito a guardare autonomamente la
pratica della matematica, non in subordine alla pratica della scienza,
come avveniva in Quine) e a cercare giustificazioni per le eventuali
“grandi” questioni che dovessero porsi in essa — ad esempio la scel-
ta di assiomi nell’elaborazione di una teoria formale — in motiva-
zioni interne alla matematica, quale ’ampiezza dei risultati che gli
assiomi permetterebbero.

3.3 Riflessioni sul neo-naturalismo di Maddy

Di fronte al neo-naturalismo di Penelope Maddy, occorre differenzia-
re il confronto con Brouwer e quello con Heyting. Brouwer, infatti,
costituisce, con la sua Weltanschauung e la conseguente costruzione
della matematica intuizionista un controesempio all’impianto di
Maddy. Nel suo neo-naturalismo, infatti, essa non puo esimersi dal
confronto con la realta anche storica della matematica, cosi come si
¢ confrontata con la realta anche storica della fisica. Percio, di fron-

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



3. Il naturalismo di Penelope Maddy 83

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

te ad un evento realmente accaduto in cui una filosofia ha plasmato
una nuova matematica, Maddy non puo affermare I’inutilita o la
dannosita della filosofia quando si mette a giudicare la matematica.
C’¢ stato un caso nella storia in cui ’influenza ¢ stata benefica: si
tratta dell’intuizionismo Brouweriano. Invece Maddy non considerd
I’intuizionismo molto spesso durante la sua produzione scientifica.
Lo menziono nel suo libro Realism in mathematics, qualificando
I’intuizionismo Brouweriano come idealismo oscuro (p. 22) e rim-
proverandolo per il fatto di avere imposto tagli alla matematica
classica. Nel saggio del 1989 introdusse la distinzione fra “filosofie
costruttiviste” e “costruttivismo come branca della matematica”,
ribadendo che (1989, p. 1122)

philosophies of mathematics bear the same relation to mathematics
as philosophy of science does to physical science: that is, its goal is
to describe and account for mathematics as it is practiced. [...] This
is not to say that philosophy never performs a critical function, but
it’s hard to imagine a philosophical theory being so well-supported
that the most rational resolution of a conflict between it and a sig-
nificant piece of science would be to chuck the science. Philosophi-
cal constructivist reject the same approach to mathematics, insisting
that mathematics must go when it conflicts with the philosophy, but
I confess that I don’t see their justification

ed esprimendo apprezzamenti per il costruttivismo matematico (di
cui cito van Dalen e Troelstra come autori), senza riconoscere che,
perlomeno [D’intuizionismo tra le varie forme di costruttivismo
matematico, era stato originariamente generato sulla base di una
Weltanschauung. Inoltre, Maddy non distinse fra la posizione di
Brouwer e quella di Heyting, se non per una nota in Realism in
mathematics, dove precisd (p. 22) che in Heyting e Troelstra si
trovano esposizioni dell’intuizionismo “meno opache” di quelle di
Brouwer.

Invece, il confronto separato con Heyting va approfondito per-
ché egli sembra condividere la “commitment phobia” e il naturali-
smo di Maddy. Ricordiamo, infatti, come Heyting abbia piu volte
sottolineato che non occorra nessuna filosofia per fondare
I’intuizionismo (1956a, p. 9; 1958c, p. 102, 1974, p. 1), che si puo
sviluppare sulla base di semplici capacita condivise da tutti gli uo-
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mini allo scopo di vedere quanta matematica si riesce, cosi, a pro-
durre (1974, p. 2). E come egli abbia etichettato come inutile “meta-
fisica” la riflessione sulla natura degli enti matematici (1956a, p. 3).
Possiamo, allora, vedere in Heyting un anticipatore di Maddy?

Heyting si ¢ dato da fare per sottolineare come 1’intuizionismo po-
tesse reggersi senza filosofie, che possono attaccarsi ad esso in un se-
condo momento, ma che non ne costituiscono 1’intima essenza. Non
si tratta solo di un modo per trovare consensi all’intuizionismo, per
imbonire i matematici non disposti ad accettare le critiche al terzo e-
scluso e alla dimostrazione per assurdo: Heyting era veramente con-
vinto che il “materiale intuizionista” fosse basilare, indubitabile, pun-
to fermo su cui concordare anche se non esclusivo. Criticava, infatti,
la filosofia fondazionale che stava dietro il progetto Brouweriano e,
in generale, dell’epoca d’oro dei primi trent’anni del Novecento. La
storia, secondo lui, aveva mostrato I’impossibilita di una fondazione
assoluta della matematica, e la necessita di una compresenza di esi-
stenze e metodi nella pratica matematica. Per questo la filosofia della
matematica, anziché sostenere questa o quella scuola fondazionale,
doveva fermarsi ad essere autocoscienza del matematico.

E un motivo diverso da quello di Maddy, che adduce solo le
ragioni del matematico insensibile a tematiche filosofiche. E il
punto d’approdo, anche, ¢ diverso: Maddy ¢ e rimane un’insiemista,
che considera la teoria degli insiemi (classica) piu importante di
qualunque altro ramo della matematica in quanto “fonda” il resto;
Heyting, invece, considera alla fine su di un piede di parita il
metodo classico, formalista e intuizionista, ¢ non ha piu davvero
intenti fondazionali.

Inoltre, nella posizione di Maddy possiamo rilevare criticamente
che:

1. Per distruggere un punto chiave dell’argomento d’indispen-
sabilita, cio¢ 1’accettabilita delle entita fisiche in quanto fanno
parte di una “buona teoria”, ella fornisce 1’esempio degli atomi,
che furono accettati dalla comunita dei fisici, solo dopo che gli
atomi divennero in qualche modo visibili. Tuttavia, dobbiamo
notare che i primi scienziati che proposero gli atomi (e non ven-
nero creduti dalla comunita), i veri innovatori della fisica, non
vedevano gli atomi, ma li introdussero con finalita teoriche.
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2. 1l semplice fatto che alcuni matematici accettino una nozione
matematica non per la sua applicabilita in fisica ma solo per la
sua utilitd in matematica non puo essere considerato un criterio
generale di accettabilita. Pud essere segno di una cattiva separa-
zione tra matematici e fisici; pud rappresentare un’occasione
perduta per stimoli e scambi d’opinione tra differenti campi del-
la scienza; puo essere qualcosa di transitorio che anche solo una
politica governativa di distribuzione dei fondi pudé cambiare (per
esempio, se mette come clausola che vengono dati solo per la
matematica applicata). lo non voglio dire che la matematica
debba essere studiata davvero con questa finalitad, ma che,
all’interno dell’argomentazione di Maddy, il fatto storico che
qualche matematico non si curi della sua applicabilita alla fisica
non puo essere considerato un motivo per fare sempre cosi.

3. Il naturalismo di Maddy si trova sguarnito di fronte alla possibi-
le critica che esso possa portare ad un’accettazione anche
dell’astrologia. Infatti, Maddy risponde:

Should we then move to astrological naturalism? Again, I think the
answer is no. The reason is simple: mathematics is staggeringly
useful, seemingly indispensable, to the practice of natural science,
while astrology is not (1997, p. 204).

Cioe¢, Maddy deve affidare la differenza fra scienze e astrologia a
criteri esterni alla scienza stessa, ossia all’applicabilita, in contrad-
dizione col credo naturalista, che colloca tutti i criteri per giudicare
sulla scienza all’interno della scienza stessa.
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4. 11 platonismo di Alain Badiou

Alain Badiou ha dato un suo originale contributo alla filosofia della
matematica (nel suo negarla, come vedremo) da filosofo teoreta,
folgorato da quei momenti della storia del pensiero in cui ha avuto
luogo un’armonizzazione fra ambiti precedentemente tenuti separati.
In primis, dall’armonizzazione fra ‘mathéme’ e politica, operata da
Platone, a dire di Badiou, a scapito di poesia e amore; successiva-
mente dall’armonizzazione fra filosofia e poesia, operata dal Roman-
ticismo; poi dall’armonizzazione fra filosofia ¢ ‘mathéme’, operata
dal positivismo; infine dall’armonizzazione tra filosofia e politica,
operata dal marxismo. Di fronte a queste armonizzazioni parziali,
Badiou propose piu volte in L étre et [’événement del 1988, Mani-
feste pour la philosophie del 1989 e Conditions del 1992, quello che
ha chiamato “gesto platonico”, cioé reintegrare la matematica nella
filosofia, conservando, pero, un posto anche per politica, poesia e
amore. Egli ritiene, infatti, che la filosofia debba proporre uno spa-
zio concettuale unificato per le procedure verso la verita che appar-
tengono rispettivamente al ‘mathéme’, alla poesia, alla politica e
all’amore.

In questa unificazione non ¢’¢ posto per la filosofia della mate-
matica, che, secondo Badiou, non esiste né puo esistere (1995, p.
61), perché la filosofia ¢ creazione di concetti, non la meditazione
di un oggetto; ha dei fini propri, degli obiettivi, non degli oggetti.
Ogni singola disciplina (sia essa la matematica piuttosto che la poli-
tica) pone e tenta di risolvere problemi che le sono propri, e che non
sono affatto filosofici, né I’intera disciplina ¢ di per sé un problema
filosofico. Badiou sottolinea che, quando nella storia i filosofi han-
no preso in considerazione la matematica nel loro sistema, ¢ stato
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per ragioni inerenti il sistema stesso, non suggerite dalla matemati-
ca, e, addirittura, matematicamente indifferenti. Ad esempio, Kant
la considera all’interno della questione piu generale ‘Cosa posso co-
noscere?’ e Platone all’interno della sua descrizione dell’ascesa del
pensiero dialettico verso il Principio. Badiou sottolinea anche il fatto
che a risvegliare Kant dal sonno dogmatico ¢ stato Hume, cio¢ un fi-
losofo, € non un matematico. Egli contesta, dunque, quello che
chiama il “piccolo stile” (2004, p. 3), cio¢ ritenere che la matemati-
ca possa costituire un oggetto della filosofia, sancendo una netta se-
parazione tra cio che ¢ filosofico e cio che ¢ matematico o, meglio,
tra cid che mira a dare indicazioni al matematico e cid che mira a
dare indicazioni al filosofo. In quest’ottica, la filosofia della mate-
matica sembrerebbe mirare a dare indicazioni 0 messaggi in generale
al matematico, e ci0 appare senza senso a Badiou. La filosofia deve
imparare dalla matematica — come dalle altre forme di cultura —, ma
non deve insegnare loro alcunché. Il motto ¢: “taci ed ascolta” (1994,

p- 33).

4.1 La matematica nella filosofia

Secondo Badiou, La filosofia puo fare uso della matematica:

Io affermo il diritto a citare esempi di ragionamento matematico,
posto che siano appropriati alle tesi filosofiche nel contesto in cui
sono inscritti, e che la conoscenza richiesta per comprenderli sia gia
stata resa disponibile al lettore (2004, p. 18),

ma solo al proprio interno, per fini filosofici. E, in effetti, egli uti-
lizza la matematica all’interno della sua filosofia: ritiene che la teo-
ria degli insiemi (su cui tutta la matematica si fonda, perché qua-
lunque proposizione della matematica puo essere formulata in ter-
mini insiemistici) possa costituire un’ontologia — essenziale, scarna,
schematica — generale, cio¢ non solo riferita alla matematica. Pro-
cede, dunque, a interpretare la teoria degli insiemi, ed in cid consi-
ste la sua meta-ontologia. Dal fatto che I’insieme di tutti gli insiemi
non puo essere ammesso, se non si vogliono generare contraddizio-
ni, Badiou ricava, per cosi dire, I’informazione che non esiste, come
invece riteneva Aristotele, un cosmo cui appartengono le sostanze:
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¢’¢ molteplicita, anzi ci sono molteplicitd, ma non costituiscono un
tutto, una totalita unificata. Per questo egli utilizza il termine “si-
tuazioni” per designarli: ci sono “situazioni”. Un altro modo che ha
per esprimere cio ¢ di sostenere 1’incoerenza del “tutto”: che vale,
appunto, a dire che le molteplicita non possono “stare insieme” in
un’unita (1988, p. 33).

Il fatto che la totalita di tutte le molteplicita non possa esistere
comporta che il riferimento ad essa possa accadere solo in negativo,
con un atteggiamento che ricorda in parte quello della teologia ne-
gativa. Si prende, allora, come riferimento il “vuoto”, a indicare tut-
to cid che non ¢’¢ ma che ¢ necessario affinché qualcosa ci sia
(1988, p. 68). Per questo, ogni situazione ¢ fondata sul vuoto, defi-
nito come “la sutura sottrattiva con ’essere”, cio¢ il punto di con-
tatto con I’essere, che, pero, si sottrae ad ogni forma di presentazio-
ne (non ¢’¢ rappresentazione del vuoto) e non partecipa delle quali-
ta dell’essere. E cio costituisce la meta-ontologia della gerarchia in-
siemistica dell’assiomatizzazione di Zermelo-Fraenkel, che parte
proprio dall’insieme vuoto!.

L’abbondanza dell’essere si manifesta anche come suo “ecces-
so” rispetto al linguaggio, o, meglio, rispetto a cid che puo essere
descritto col linguaggio: 1’assioma di separazione, nello stabilire
che, data una molteplicita, ¢ possibile trovare una sua sotto-
molteplicita individuata da una proprieta (espressa linguisticamen-
te), significa per Badiou proprio il fatto che ci debba essere
dell’esistenza in eccesso rispetto a cid che il linguaggio va descri-
vendo attraverso proprieta (1988, p. 58).

L’aspetto “sottrattivo” dell’ontologia insiemistica si manifesta
anche nel fatto che essa non descrive “le mobilia del mondo”, cio¢ i
dettagli delle situazioni, né appare interessata al tempo o allo spa-
zio in cui si collocano le molteplicita: non si interessa della diffe-
renziazione fra situazioni concrete ma coglie le differenze nella
struttura delle situazioni. E quanto si evince dalla meta-ontologia
dell’assioma dell’insieme potenza: I’insieme di tutti i possibili sot-

1S noti che il fatto di partire dall’insieme vuoto per costruire tutto 1’edificio in-
siemistico spinge Badiou ad affermare che la matematica non ha un vero e proprio
oggetto (1988, p. 13).
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toinsiemi di un insieme dato rappresenta la struttura di qualunque
meccanismo di raggruppamento in qualunque situazione (1988, p.
78).

La teoria degli insiemi riesce a dare ragione anche del mutamen-
to nell’universo, mutamento concettuale, s’intende. Si prenda come
esempio il riassestamento teoretico che deve essere operato nelle
categorie estetiche all’affacciarsi di un movimento artistico nuovo:
nuove molteplicita vengono ammesse sotto 1’etichetta “arte”, ven-
gono a far parte dell’(insieme) arte. Gli insiemi generici introdotti
da Cohen per dimostrare la compatibilita della negazione
dell’ipotesi del continuo con la teoria di Zermelo-Fraenkel servono
proprio (1988, pp. 376-377) ad esprimere questa dinamica ontolo-
gica in una teoria che sembra non ammettere movimento per il suo
disinteressarsi all’aspetto temporale delle situazioni. Il modello di
base da cui Cohen parte per estenderlo tramite forcing aggiungen-
dogli via via insiemi generici ¢ interpretato da Badiou come schema
di una situazione storica, in cui tutto € codificato concettualmente in
un certo modo: attraverso il linguaggio ¢ possibile individuare la
proprieta cui corrisponde un sottoinsieme appartenente al modello.
Il “nuovo”, I’evento che irrompe nella storia e ne provoca una frat-
tura, ¢ I’insieme generico che viene aggiunto alla situazione storica
come qualcosa che si differenzia da qualunque altra cosa fosse pre-
sente nel modello almeno per un aspetto ma che si forgia proprio in
quel contesto e a partire da sole le caratteristiche di quel contesto,
come ¢ indicato dalla tecnica del forcing. 1l passaggio all’insieme
generico ¢ un po’ come il cambiamento di paradigma in Kuhn, che
“crea” nuovi problemi e nuovi risposte, rimodella linguaggi e con-
cetti, ponendosi come inconfrontabile rispetto al paradigma prece-
dente. L “evento”, infatti, viene descritto, non a caso, come una ri-
voluzione copernicana.

4.2 Platonismi in matematica

Nella prospettiva del “gesto platonico”, Badiou si confronta col di-
battito interno al platonismo matematico per contestarlo. Egli, infat-
ti, riporta la definizione di Benacerraf ¢ Putnam (1995, p. 64): “I
platonisti sono coloro che considerano la matematica come la sco-
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perta di verita riguardanti strutture che esistono indipendentemente
dall’attivita o dal pensiero dei matematici” e la contesta in quanto
stereotipo che presuppone la distinzione fra soggetto conoscente e
oggetto conosciuto. Ora, fa notare Badiou, cid che Platone ha pro-
prio ereditato da Parmenide ¢ 1’identita immanente di pensiero ed
essere: la metafora della reminiscenza (nel Menone) non sta a indi-
care un’esteriorita, una separazione delle Idee, ma la loro identita
immanente. Il ‘motivo’ di un soggetto conoscente che si troverebbe
a confrontarsi con un oggetto esterno ¢ di matrice empirista. In par-
ticolare, per quanto riguarda le Idee matematiche, da un lato si deve
tenere conto che Platone si sforza, proprio con I’esempio presentato
nel Menone, di mostrarne la presenza nel pensiero “meno istruito, il
piu anonimo™: quello di uno schiavo. Dall’altro, occorre pure ri-
marcare che lo statuto degli oggetti matematici non interessa Plato-
ne: cio che lo interessa ¢ il movimento del pensiero, “per cui la ma-
tematica non ¢ coinvolta, in definitiva, che per identificare la dialet-
tica per differenziazione” (p. 63). E non & certo una differenza tra
tipi di oggetti che viene qui intesa, anzi, tale differenza non puo es-
serci, perché nel mondo del pensabile, tutto ¢ Idea, bensi ¢ la speci-
ficita del movimento (partire da ipotesi o risalire al principio) che
consente una delimitazione tra dianoia matematica e intellezione
dialettica.

Badiou sottolinea, dunque, che “platonismo” (il vero platoni-
smo) ¢ il riconoscimento che la matematica ¢ ‘pensiero’, “intransi-
tivo all’esperienza sensibile e linguistica, dipende da una decisione,
lascia posto all’indecidibile, e assume che tutto cid che ¢ coerente
esiste” (1995, p. 64).

Prima caratteristica: la matematica ¢ pensiero. Cid va contro
quanto ha affermato Wittgenstein nel Tractatus 6.211: “La proposi-
zione matematica non esprime alcun pensiero”, e specificamente
significa che, per quanto la riguarda, la distinzione fra soggetto co-
noscitivo e oggetto conosciuto non ha senso.

Seconda caratteristica: “Ogni forma di pensiero — quindi anche
la matematica — comporta delle decisioni (intuizioni) relativamente
a cid che ¢ indecidibile (non deducibile)”. Ne consegue in generale
una ‘massimalita’ delle ammissioni di esistenza degli enti matema-
tici, in quanto “€ vano tentare di ridurre la decisione a dei protocolli
costruttivi, o a cui si danno delle norme dall’esterno”. Per questo
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motivo vengono accettati 1’assioma di scelta, il principio del terzo e-
scluso e la dimostrazione per assurdo, in quanto non limitano la liber-
ta dell’essere pensante. Al contrario, il platonista sara scettico verso
I’ipotesi del continuo e pit ancora verso 1’ipotesi di costruibilita

perché gli universi regolati da queste ipotesi appaiono stretti e costret-
ti. L’universo costruibile ¢ particolarmente meschino: Rowbottom ha
dimostrato che se si ammette un tipo particolare di grandi cardinali
(un cardinale di Ramsey), i reali costruibili sono numerabili! (p. 66)

Terza caratteristica. Le questioni di esistenza matematica rinviano
alla valutazione della coerenza di cio che si ¢ pensato: essere, pen-
siero e coerenza si identificano in matematica.

Una volta definito il platonismo come sopra, Badiou definisce
I’opposto del platonismo in matematica, etichettandolo ‘aristoteli-
smo-leibnizismo’. Esso si basa su due idee principali: a) la defini-
zione di ‘pensiero’ come costruzione di un quadro descrittivo, ade-
guato, dell’esperienza; b) la definizione di matematica come qual-
cosa di puramente formale, come ‘grammatica dell’esistenza possi-
bile’ (1995, p. 68). Da cio, infatti, segue da un lato che la matemati-
ca non ¢ pensiero, dall’altro che la matematica ¢ la ‘logica generale
del possibile razionale’, il che pone la questione di giustificare
I’origine degli enti matematici (essendo questa puramente ideale).
A questo scopo, gli aristotelici-leibniziani mettono in atto una serie
di ‘protocolli di sorveglianza’ e di ‘prudenze logiche’ (1995, p. 69):
costruzioni (in geometria) e algoritmi (in algebra) per “verificare la
provenienza delle notazioni ideali”; “restrizioni e controlli sugli as-
serti esistenziali”, richiedendone la costruzione esplicita che li ren-
da validi, la dimostrazione di un caso di esistenza; 1’esercizio del
dubbio sistematico concernente 1’infinito attuale; la tendenza verso
un ‘perspettivismo pluralista’, perché, se la matematica ¢ puramente
formale, non ha senso esigere che essa sia unica. Badiou fa notare
che ’anti-platonismo aristotelico ¢ stato molto di moda nel XX se-
colo, a partire da Nietzsche per giungere alla filosofia analitica.

Introdotte le etichette “platonismo’/“aristotelismo-leibnizismo”
Badiou sottolinea che la teoria degli insiemi ¢ platonista sotto molti
aspetti. I primi citati sono: il fatto che i suoi assiomi prescrivono un
universo stabile, gerarchizzato e che si basa su un solo concetto pre-
supposto (“sotto-giacente™), quello di molteplicita pura; I’esclusione
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della modalita d’essere virtuale a favore della sola attuale;
I’obbedienza al principio di “massimalita esistenziale”, fino ad am-
mettere “cardinali sempre piu giganteschi e infinitesimi d’ogni tipo”,
con un “accento neoplatonico” che si avverte nella loro gerarchizza-
zione cumulativa.

Queste sono le prime caratteristiche platoniste della teoria degli
insiemi che Badiou cita, tuttavia, quelle che egli ritiene le piu impor-
tanti concernono “tre categorie costitutive di tutta la filosofia fonda-
mentale: la differenza, il nome primitivo dell’essere e 1’indecidibile”
(1995, p. 72). Per quanto riguarda la differenza, Badiou osserva che,
per come ¢ definita da Platone nel Sofista (255), essa implica una ‘lo-
calizzazione intellegibile’, nel senso che si puo individuare dove essa
si trova, in quanto un’idea ¢ differente da un’altra se partecipa
dell’(idea di) Altro. Analogamente, nella teoria degli insiemi, sulla
base dell’assioma di estensionalita, un insieme ¢ differente da un al-
tro se esiste almeno un elemento che appartiene all’'uno e non
all’altro: I’“almeno” localizza, fissa, il punto della differenza.

Per quanto riguarda il nome primitivo dell’essere, nel Parmenide
¢ ’Uno, semplice assoluto, in-differente, di cui ¢ vano dedurre sia
I’esistenza che la non-esistenza. In teoria degli insiemi ¢ il vuoto,
radice di tutta la gerarchia, “in un certo senso, I’unico che ‘¢’”, la
cui esistenza ¢ stabilita assiomaticamente, perché sarebbe vano pro-
varne altrimenti 1’esistenza.

Infine, I’indecidibilita ¢ presente in Platone sotto le spoglie di
“aporia”, che richiede ricorso all’intuizione per risolverla; in teoria
degli insiemi, I’ipotesi del continuo si ¢ rivelata intrinsecamente in-
decidibile per cui, come ha messo in rilievo Gddel, la scelta a favo-
re o contro di essa va affidata a un’intuizione degli insiemi che
I’uomo ha.

Come esempio, invece, di teoria “aristotelica”, Badiou cita la
‘teoria’ delle categorie, dei topoi, in particolare. Per metterlo in lu-
ce, Badiou innanzitutto sottolinea il fatto che il topos — dove per fo-
pos si intende una relazione orientata (freccia) da un “oggetto” ver-
so un altro “oggetto” — non fonda un universo matematico, ma “ri-
capitola le condizioni dell’universo richieste perché una matematica
sia praticabile” (p. 73). I suoi dati primitivi sono estremamente po-
veri “ricordano la poverta di principio del punto di partenza
dell’ontologia di Aristotele (le leggi logiche del libro I della Meta-
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fisica)”: sono delle ‘frecce’ o ‘morfismi’, cio¢ correlazioni orientate
tra oggetti, e degli ‘oggetti’ sui quali non si dice nulla. Su questi da-
ti si definisce un fopos, dando la possibilita di praticare certe opera-
zioni (analoghe, ad esempio, all’‘insieme potenza di un dato insie-
me’), specificandolo non ‘per elementi’, ma ‘per proprieta universa-
1i’, cioé mediante il loro rapporto del tutto esterno con altri oggetti.

E chiaro che “la teoria dei fopoi ci presenta degli universi possi-
bili, specificati dalla loro dimensione operatoria e di cui la logica ¢
mostrata come singolarita” (1995, p. 76). Cosi, appunto, non ci si
fissa su alcun universo particolare, ma si descrive cio che potrebbe
essere un universo di oggetti e di correlazioni tra oggetti sufficien-
temente vasto affinché una matematica sia praticabile:

Se la teoria degli insiemi ¢ una decisione ontologica, la teoria dei fo-
poi ¢ una descrizione logica delle ontologie possibili, un po’ com’¢
I’intelletto del Dio di Leibniz, che contiene, al livello di compossibi-
lita, un continuo di universi differenti, tutti logicamente accettabili,
ma di cui uno solo sara ‘folgorato’ dal suo Creatore (1995, p. 76).

In questo quadro aristotelico-leibniziano, la teoria dei fopoi ha
’ulteriore pregio (o comunque la condizione distintiva) rispetto alla
teoria degli insiemi di mettere in luce la logica immanente ad ogni
universo, evidenziandone quindi le connessioni con guell 'universo.
In particolare, esistono sia fopoi booleani, in cui la logica ¢ classica,
sia fopoi non booleani, in cui la logica ¢ intuizionista. Il caso piu
comune ¢ quello in cui la struttura dei valori di verita ¢ un’algebra
di Heyting, quindi con logica intuizionista, mentre la teoria degli
insiemi imponeva come naturale la logica classica.

In questo modo, Badiou recupera per la logica un ruolo che ini-
zialmente gli sembrava arduo definire (2004, pp. 172-173). L’im-
possibilita di una totalita coerente di molteplicitda sembra rendere
vano ogni compito attribuibile alla logica, in quanto solo il mondo
del “locale”, delle molteplicita non relate in un tutto, il modo in cui
I’essere ci appare, ¢ ammissibile. Tuttavia, il confronto con la teoria
dei fopoi suggerisce a Badiou una forma di recupero, di ricollocazio-
ne della logica, una restituzione del senso all’espressione “logica ma-
tematica”. Nella teoria dei fopoi, la logica puo essere qualcosa di pit
rispetto a mera “scienza formale del discorso”: puo essere scienza di
cio che ¢ valido nell’universo, mostrandoci tipi diversi di connessioni
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possibili nell’universo. Non ne sceglie una come privilegiata, ma ci
permette di esaminarne varie.

In particolare, Badiou fa notare come “i piu bei teoremi della te-
oria dei fopoi sono, per il filosofo, quelli che enunciano in tutta ge-
neralita che se un universo ha questa o quella proprieta ontologica,
allora ¢’¢ in esso necessariamente quell’altra proprieta, e allora
implica questo o quel vincolo logico” (1995, p. 81) perché questi
teoremi mettono in luce la connessione fra decisione e costruzione,
fra ontologia e logica. Cita, ad esempio, quello per cui “se in un to-
pos ¢ valido 1’assioma di scelta, esso ¢ booleano e la sua logica ¢
classica” (1995, p. 83).

L’auspicio di Badiou, allora, ¢ di congiungere matematica insie-
mista e teoria logica dei topoi, in modo tale che, se 1’orientamento
platonico, che sostiene che la matematica ¢ pensiero, rimane domi-
nante e fondante, 1’orientamento aristotelico-leibniziano di controllo
assicura la messa in luce delle scelte invisibili che stanno dietro que-
sto orientamento:

Puo accadere alla fine che ‘il migliore degli universi possibili’ resti di
tipo insiemista, con la localizzazione di ogni differenza, unicita fon-
datrice del vuoto e procedure classiche, compreso il ragionamento
per assurdo. Questo sarebbe 1'universo che ‘folgorerebbe’, tra i topoi
concepibili, il Dio di Leibniz. Ma il proposito dell’approccio catego-
riale non ¢ di folgorare chicchessia. Non ¢ fondatore, descrive delle
costruzioni possibili, esibisce e classifica le logiche immanenti. E in-
stallato nell’intelletto di Dio prima della creazione (1995, p. 78).

4.3 Le etichette di Badiou

Nella sistematizzazione di Badiou, I’intuizionismo viene messo nel
contenitore “aristotelismo-leibnizismo”. Si pone, dunque, immedia-
ta I’esigenza di un confronto con |’intuizionismo storico di Brouwer
e di Heyting per vedere se esso pud davvero venire collocato sotto
quell’etichetta “aristotelismo-leibnizismo” che comprende tutto
quello che si potrebbe definire il contrario del platonismo. Ma quale
“contrario”? In senso logico? In senso storico? Sembrerebbe in sen-
so logico. Ma allora, la categoria che ne consegue, che ha in sé, ap-
punto, le caratteristiche contrarie a quelle del platonismo, diventa
un contenitore per cio che ¢ “legato all’esperienza e formale”, anzi-
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ché ancorato al pensiero. Sembra un normale contrappunto della
massimalita esistenziale propugnata dal platonismo (e calmierata
solo dalla condizione di coerenza). Tuttavia, tale contenitore rimane
storicamente vuoto. Badiou vi inserisce, insieme, intuizionismo e
formalismo, ma la coabitazione ¢ impossibile. L’esperienza, cui ¢
legata la matematica intuizionista, ¢ esperienza mentale, dunque ¢
pensiero, percio non puo finire nel faldone di quelli che contestano
che la matematica sia pensiero. Brouwer ha piu volte spiegato come
la matematica fosse radicata nel pensiero, perché radicata
nell’inquadramento temporale. E Heyting, nel presentare la capacita
umana di isolare come punto di partenza per 1’intuizionismo, sotto-
linea (1974, p. 2): “The entity conceived in the human mind is the
starting point of all thinking, and in particolar of mathematics.
When we think, we think in entities”.

Ed ¢ proprio per il suo essere pensiero, per il suo essere espe-
rienza mentale, che la logica intuizionista “impone i controlli”: pro-
prio perché ¢ specchio del pensiero, non perché si ¢ slegata da esso.
E “formale” non pud proprio dirsi: Brouwer aveva un’idiosincrasia
personale per le formule, perché le vedeva troppo ancorate alle con-
cezioni opposte alla sua (quelle logicista/formalista) e la motivava
con I’idea che il linguaggio fosse solo finalizzato alla comunicazione
(e non alla dimostrazione, che restava un puro passaggio mentale,
da evidenza a evidenza) e che la comunicazione fosse trasmissione
di volonta e, dunque, richiedesse sempre quel “calore” persuasivo,
quel “colore” che Frege volutamente aveva sottratto al linguaggio
quotidiano, dissanguandolo, appunto fino a renderlo simbolico, per-
ché aveva per esso altri scopi (garantirsi che non ci fosse interferen-
za emotiva, in quanto doveva essere strumento dimostrativo € non
meramente comunicativo). Heyting, che pure si era preoccupato di
dare una veste formale all’intuizionismo per poter dialogare con i
formalisti parlando la stessa lingua, aveva sottolineato che si tratta-
va di una questione di “gusto” suo personale (1935b, p. 127), relati-
vamente a cio che fosse piu adatto ed opportuno per comunicare,
ma che comunque condivideva I’idea che al linguaggio spettasse
solo il compito di comunicare e che le formule dovessero essere
specchio di un’attivita mentale: il calcolo formale non intendeva so-
stituire quello mentale. Infine, la matematica intuizionista gode per
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definizione dell’“intransitivita al linguaggio”, che Badiou aveva u-
ni(vo)camente attribuito al platonismo.

La proposta di Badiou di mettere in un unico calderone, in
quell’unico calderone, intuizionismo, formalismo e logicismo si
scontra, dunque, con la natura dell’intuizionismo. Ma non soltanto.
Anche il formalismo e il logicismo, a ben guardare, non rientrano
tanto facilmente sotto I’etichetta attribuita loro da Badiou.

Il “formalismo” hilbertiano, per la sua storia e per la sua natura,
adotta quel criterio minimalista di esistenza che Badiou aveva asse-
gnato al platonismo: la coerenza. La formalizzazione delle varie
branche della matematica che poi viene a far parte del programma di
Hilbert non ¢ una dichiarazione di convinzione che la matematica ab-
bia una natura solo formale. Si tratta di una strada che Hilbert ritiene
piu comoda e piu facilmente percorribile per ottenere una dimostra-
zione di non contraddittorieta della matematica stessa. Se, infatti,
questa viene formalizzata, posta una certa formula a indicare la con-
traddizione (ad esempio, 1#1), la ricerca di non-contraddittorieta si
riduce al controllo che tale scritta non possa mai comparire come ri-
sultato di un’applicazione delle regole deduttive del sistema agli as-
siomi dati (e alle loro conseguenze). L etichetta “formalismo”, con-
notata negativamente, era venuta proprio da Brouwer, nel discorso
inaugurale del 1912, in cui egli criticava la non-contraddittorieta
come criterio di esistenza matematica: “Alla questione dove risieda
I’esattezza matematica le due parti (intuizionisti e formalisti) ri-
spondono in modi diversi; I’intuizionista dice ‘Nell’intelletto’, il
formalista dice: ‘Sulla carta’ (1975, p. 125). La replica di Hilbert a
quest’accusa, lo porto alla seconda fase del suo progamma di ricer-
ca, in cui egli rivelo che condivideva 1’opinione di Brouwer che so-
lo una parte della matematica tradizionale fosse dotata di contenuto,
ma che non intendeva comunque rinunciare al resto, che considera-
va “ideale” in senso kantiano e per il quale intendeva cercare la
non-contraddittorietd come si era proposto nella prima fase del pro-
getto, perd limitandosi all’'uso dell aritmetica finitaria nella dimo-
strazione di non-contraddittorieta, in linea con 1’acquisita consape-
volezza (o comunque con I’esplicita chiarificazione effettuata) che
solo 1i risiedesse il contenuto della matematica. Quindi, 1’ulteriore
condizione che Hilbert mise sulle modalita di realizzazione del suo
programma, quelle che Badiou vede come costrizioni legate alla
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condizione “langagiére”, linguistica, della matematica degli “aristo-
telici”, in realta ¢ una condizione “non langagic¢re” che Hilbert pone
sulla parte di matematica che € davvero priva di contenuto e, dunque,
“langagiere”. Anche il riferimento hilbertiano al “segno” ¢ tutt’altro
che linguistico. Egli, infatti, sottolinea che i segni non sono che “Cer-
ti oggetti concreti extra-logici che esistono intuitivamente come espe-
rienze immediate prima di ogni pensiero” (1928, p. 267).

Analogamente, per il logicismo si possono trovare ragioni per
non metterlo nel contenitore “aristotelismo”. La logica, infatti, era
per Frege pensiero, soltanto pensiero:

Dalla logica [...] ci attendiamo piuttosto che ci indichi quanto v’¢
di piu generale, di valido in tutti i campi del pensiero: questo ¢ il
compito che noi assegniamo alla logica (1969, p. 234).

Dopo di aver attribuito questo compito alla logica, Frege cerco di
mostrare che tutta I’aritmetica puo essere ridotta alla logica. Tra gli
assiomi che egli pose, ci sono gli assiomi della teoria degli insiemi,
che Badiou considera tipicamente “platonica”. Anche la ricerca i-
deografica di Frege, di un linguaggio opportuno per esprimere la
logica, non ha nulla di “langagiere”: si tratta di aiutare 1’intelletto
ad applicare senza condizionamenti fuorvianti le sue proprie leggi.
Oltre a cio, Frege non pose particolari “condizioni restrittive”: ca-
somai, queste vennero dalla tipizzazione introdotta da Russell, ma
comunque erano finalizzate ad evitare contraddizioni, quindi alla
ricerca di coerenza, che Badiou stesso mette come unico criterio per
I’accettazione in matematica.

Dal confronto con I’intuizionismo emerge che il platonismo di
Badiou non si ¢ mantenuto abbastanza fedele al motto “Osserva e ta-
ci” che aveva imposto alla filosofia. Badiou non ha osservato
I’intuizionismo storico, e 1 sospetti che non avesse osservato neppure
il logicismo e il formalismo hanno trovato altrettanti riscontri. La sua
filosofia non ha osservato, ma ha imposto dall’esterno delle catego-
rizzazioni che si rivelano improprie al confronto con la realta storica
e teoretica.
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5. Stanislas Dehaene: cervello e matematica

Esiste un approccio contemporaneo alla matematica su basi neuro-
psicologiche, che compendia le ricerche post-Piagetiane (e critiche
verso Piaget) sulla formazione del concetto di numero nel bambino!
con i dati forniti dai piu recenti sviluppi di esplorazione tecnologica
dell’attivita cerebrale in individui sani e in individui menomati. Il
rappresentante piu noto di questo approccio ¢ Stanislas Dehaene,
studioso di neuroscienze, professore al Collége de France, che con-
testa la metafora funzionalista della mente, secondo la quale la
mente funzionerebbe in modo logico, come un computer, ritenendo,
invece, che essa sviluppi delle intuizioni di base, in relazione alle
risposte ed agli stimoli ambientali.

5.1 La matematica della natura e la matematica della scuola

Dehaene accoglie i risultati delle ricerche condotte su animali
(1997a, pp. 13-14) e su bambini molto piccoli — addirittura di pochi
giorni — (pp. 49-50), che, in contrasto con Piaget che collocava la
possibilita di concettualizzare il numero in epoca scolara (cio¢ non
prima dei 6-7 anni di etd) e sosteneva la necessita di far precedere
I’insegnamento dell’aritmetica da elementi di logica e di teoria de-
gli insiemi, ipotizzerebbero una sorta di aritmetica innata presente,
appunto, in alcuni animali, che si concretizza nella capacita di subi-
tizzare, cioé di stabilire in modo immediato la quantita degli ele-
menti di un insieme contenente al massimo quattro elementi, e di

1V, ad es. Gelman — Gallistel (1978).
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eseguire operazioni molto semplici. Nei bambini la stima numerica,
il confronto, il conteggio, addizionare e sottrarre in modo semplice
sorgono spontaneamente, senza alcuna istruzione specifica; la re-
gione parietale inferiore di entrambi gli emisferi cerebrali ospita
circuiti neurali che risultano impegnati per tali operazioni. Quindi
I’intuizione numerica ¢ profondamente radicata nel nostro cervello.
Cosi come non possiamo evitare di vedere gli oggetti a colori e col-
locati nello spazio, parimenti:

Numerical quantities are imposed on us effortlessly through the
specialized circuits of our inferior parietal lobe. The structure of
our brain defines the categories according to which we apprehend
the world through mathematics (p. 245).

Il bambino nasce con meccanismi innati per 1’individuazione degli
oggetti e per cogliere la numerosita di piccoli insiemi; questo senso
numerico ¢ presente anche negli animali e dunqgue ¢ indipendente
dal linguaggio ed ha una lunga storia evolutiva

Per quanto riguarda numeri piu grandi, noi abbiamo cio che
Dehaene chiama un “rilevatore di numerosita” che funziona come
un “accumulatore” (1997a, pp. 28-31), cio¢ abbiamo una innata
capacita di rappresentarceli in modo “continuo ed approssimato”,
un po’ come se ricevessimo informazioni relativamente ad essi
attraverso un flusso d’acqua, che procede portando getti discreti in
un contenitore trasparente ma senza tacche. Anche supponendo che
la quantita di flusso in arrivo in un getto discreto sia sempre la stessa,
¢ chiaro che la valutazione della differenza o identita tra due quantita
(che arrivino in due contenitori diversi) sara piu certa nel caso di
quantita molto diverse, mentre i rischi intrinseci all’approssimazione
si faranno di piu sentire nel caso di quantita vicine tra loro.

L’invenzione del linguaggio numerico e degli algoritmi di calco-
lo esatto “appartengono alla recente storia culturale dell’umanita —
e, sotto molti aspetti, essa ¢ un’evoluzione innaturale” (1997a, p.
233). Le difficolta che mostrano i bambini ad assimilare le regole di
calcolo ne sono gia una prova.

Inoltre, applicando nuove tecniche su pazienti che avevano ac-
quisito forme varie di discalculia a seguito di incidenti, ad esempio
non sapevano leggere i numerali, oppure non sapevano scriverli sot-
to dettatura oppure non riuscivano ad eseguire operazioni, Dehaene
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ha messo in luce come siano varie le aree del cervello implicate nel
calcolo. Precedentemente, era stato accettato il modello di Roland e
Friberg (1985), che assegnava rigidamente dei compiti molto com-
plessi a singole parti del cervello (per esempio il calcolo alla regio-
ne parietale inferiore e 1’organizzazione del pensiero alla corteccia
frontale). Invece Dehaene si ¢ avvalso della PET, cio¢ della Tomo-
grafia ad Emissione di Positroni (in inglese, Positron Emission To-
mography), una metodica diagnostica di medicina nucleare che si
basa sull’impiego di traccianti — che sono riconosciuti nei processi
metabolici come i substrati naturali — marcati con isotopi radioattivi
senza alterare il normale metabolismo cellulare. Attraverso un to-
mografo, si misura la radioattivita emessa dal tracciante e, mediante
algoritmi matematici, si ricostruiscono delle immagini tomografiche
relative a come il tracciante si ¢ distribuito nell’organismo: nei casi
che stiamo trattando, nel cervello. Utilizzando la PET e applicando-
la a pazienti con discalculia acquisita, Dehaene ha evidenziato
(1997a, pp. 218-221) che sono varie le aree cerebrali coinvolte nel
calcolo. In particolare, la zona deputata alle abilita quantitative che
noi condividiamo con gli organismi “privi di linguaggio” (e tra que-
sti Dehaene annovera topi, scimmie e neonati), e quella dedicata al-
le altre abilita aritmetiche basate su una notazione simbolica dei
numeri ¢ sull’uso di algoritmi sono certamente separate, in quanto
menomazioni possono alterare il funzionamento di una di queste
abilita lasciando intatte le altre. Anche le funzioni piu semplici ri-
chiedono una cooperazione di un grande numero di aree cerebrali.
Quando un soggetto legge, sono attivate dieci o venti aree cerebrali,
e ciascuna compie un’operazione elementare come riconoscere le
lettere scritte, calcolare la loro pronuncia, determinare la categoria
grammaticale della parola. Nel caso della matematica, vari circuiti
neurali specializzati (detti moduli) si occupano ciascuno di una cer-
ta attivita: riconoscere cifre, tradurle in una quantita interna, ecc.
Alcune aree (non si sa ancora se la corteccia prefrontale e/o il cin-
golato anteriore) impostano 1’ordine in cui questi moduli devono
funzionare per portare a termine un’operazione. Non si sono ancora
individuate esattamente tutte le aree implicate da ogni operazione, ¢
I’ordine in cui vengono implicate, perché occorre una registrazione
continua dell’attivita cerebrale, quindi effettuata su istanti piccolis-
simi di tempo. Nuovi risultati potranno essere ottenuti, man mano,
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con tecnologie piu raffinate, quali I’elettro- e la magnetoencefalo-
grafia: comunque, ¢ chiaro che il calcolo su numeri maggiori di
quattro richiede la collaborazione di parecchie aree cerebrali.

Nel corso dello sviluppo storico, in cui sono apparse le cifre e la
notazione araba, la plasticita neuronale ha consentito alle cellule
prima deputate a compiti generici in un determinato ambito (per e-
sempio nel riconoscimento di forme) di specializzarsi in un compito
specifico (per esempio riconoscere le cifre arabe). Quindi 1’appren-
dimento della matematica culturale ¢ qualcosa che agisce sui circui-
ti cerebrali e li differenzia dal compito che era stato loro inizialmen-
te attribuito dalla natura. Dehaene ne conclude che la metafora
mente-computer che funziona su basi logiche non regge (1997a, pp.
233-235). Del resto, dove il computer eccelle (per esempio nei conti
lunghissimi), la mente umana si trova in difficolta, mentre dove la
mente umana ¢ rapidissima (riconoscimento di forme e attribuzione
di significato), il computer procede piu a fatica.

5.2 Dehaene e le scuole fondazionali

Dehaene, forte delle sue conoscenze neurofisiologiche, si confronta
espressamente con le scuole fondazionali.

Il platonismo non gli sembra plausibile perché: “leaves in the
dark how a mathematician in the flesh could ever explore the ab-
stract realm of mathematical objects” (1997a, p. 242).

Il formalismo anche, perché non fornisce una spiegazione ade-
guata delle origini della matematica:

If mathematics is nothing more than a formal game, how is that it fo-
cuses on specific and universal categories of the human mind such as
numbers, sets, and continuous quantities? Why do mathematicians
judge the laws of arithmetic to be more fundamental than the rules of
chess? Why did Peano go to great pains to propose a few well-
chosen axioms rather than a series of haphazard definitions? Why did
Hilbert himself select only a restricted subset of elementary numeri-
cal reasoning to serve as a tentative foundation for the rest of mathe-
matics? And above all, why does mathematics apply so tightly to the
modeling of the physical world? (1997a, p. 243)
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Dehaene ¢, infatti, convinto che:

Most mathematicians do not just manipulate symbols according to
purely arbitrary rules. On the contrary, they try to capture in their
theorems certain physical, numerical, geometrical, and logical in-
tuitions (1997a, p. 243).

Pertanto, 1’intuizionismo gli sembra convincente, in quanto esso so-
stiene che le strutture del nostro cervello ci forzano a cogliere il
mondo in oggetti discreti e in cio sta 1’origine delle nostre nozioni
di insieme e di numero. Seguendo la trattazione storica di Morris
Kline, Dehaene vede in Descartes, Pascal e Kant i precursori di
questa impostazione, perché Descartes aveva affermato di ritenere
come le verita piu certe quelle che concepiva chiaramente relativa-
mente a figure, numeri e altri oggetti dell’aritmetica e geometria;
Pascal aveva dichiarato che la nostra conoscenza di spazio, tempo,
moto e numero ci ¢ fornita dal cuore e dall’istinto ed ¢ certa come
quella che otteniamo attraverso il ragionamento; e Kant aveva am-
messo che la verita definitiva della matematica sta nel fatto che
possa essere costruita dalla mente umana

Per quanto concerne intuizionisti piu vicini a noi nel tempo,
Dehaene precisa di condividere 1’intuizionismo di Poincaré. Anzi, ¢
convinto che:

The discoveries of the last few years in the psychology of arithemetic
have brought new arguments to support the intuitionist view that
neither Kant nor Poincaré¢ have known. These empirical results tend
to confirm Poincaré’s postulate that number belongs to the ‘natural
objects of thought’, the innate categories according to which we
apprehend the world (1997a, p. 244).

\

A questo proposito, ¢ utile ricordare che negli scritti di Poincaré
compaiono diversi significati di intuizione?. C’¢ un’intuizione-
guida nell’invenzione matematica. Essa ¢ definita come “intuizione
dell’ordine matematico che ci fa indovinare armonie e relazioni na-
scoste” (1908a, p. 37) e come “quel qualcosa che fa ’unita della
dimostrazione” (1905, p. 251). Poi esistono tre tipi d’intuizione:

28u questo argomento si veda anche Mooij (1966, pp. 112-119).
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Abbiamo dunque parecchi tipi di intuizione. Dapprima, I’appello ai
sensi e all’immaginazione; poi, la generalizzazione per induzione,
ricalcata, per cosi dire, sui procedimenti delle scienze sperimentali;
infine abbiamo I’intuizione del numero puro, che [...] puo generare
il vero ragionamento matematico (1905, p. 247).

Quest’ultima intuizione ¢ 1’unica che, secondo Poincaré, da certezza,
in quanto essa sola ¢ 1’affermazione di una proprieta dell’intelligenza
stessa: essa ¢ il vero tipo di giudizio sintetico a priori3.

E a questa intuizione, che ¢ del numero in quanto ¢ lo schema
d’induzione, che Dehaene si riferisce, senza pero considerare che
per Poincaré ¢ anche uno strumento dimostrativo, non ¢ solo gene-
ratore del numero: quindi ¢ qualcosa di piu ampio della subitizza-
zione comune a uomini ed animali.

Per quanto riguarda I’intuizionismo Brouweriano, Dehaene af-
ferma che per lo “zelo” di fondare la matematica sulla sola intuizio-
ne, ha criticato il principio del terzo escluso e di certi procedimenti
dimostrativi usuali in matematica. Dehaene non se la sente di par-
teggiare pro o contro Brouwer:

It is certain not for me to decide whether classical mathematics or
Brouwer’s constructivistic mathematics provides the most coherent
and productive pathways for research. The decision ultimately be-
longs to the mathematical community, and psychologists must con-
fine themselves to the role of observer (1997a, p. 245).

Tuttavia egli dichiara che Brouwer non gli sembra piu fedele
all’intuizione di Aristotele, nel delineare le leggi logiche, ma svi-
luppa semplicemente un’intuizione diversa, che convive in noi as-
sieme alla sua contrapposta, perché sono state plasmate da esigenze
diverse. Sia i matematici classici che gli intuizionisti-Brouweriani
sviluppano nostre intuizioni fondamentali:

As humans, we are born with multiple intuitions concerning num-
bers, sets, continuous quantities, iteration, logic, and the geometry
of space. Mathematicians struggle to reformalize these intuitions

3 7. Folina (1996) ritiene che si possa considerare anche 1’intuizione del continuo
come giudizio sintetico a priori, in quanto Poincaré 1’ha definito “imposto a priori
dalla mente”.
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and turn them into logically coherent systems of axioms, but there
is no guarantee that this is at all possible. Indeed, the cerebral mod-
ules that underlie our intuitions have been independently shaped by
evolution, which was more concerned with their efficiency in the
real world than about their global coherence (1997a, p. 246).

5.3 Neurointuizionismo?

L’atteggiamento di considerare matematica intuizionista e matema-
tica classica sullo stesso piano ricorda in parte I'ultimo Heyting, che
considerava formalismo, logicismo ¢ intuizionismo come tre anime
presenti nell’unica pratica matematica:

The philosophical importance of research in the foundations of
mathematics consists at least partly in the isolation of formal, intui-
tive, logical and platonistic elements in the structure of classical
matehmatics, and in the exact determination of their scope and their
delimitations. A new form of mathematics is born in which we
know at every moment whether we work on an intuitive basis or
not, which part of the work is purely formal, and which platonistic
assumptions we make (1962, p. 194).

Tuttavia, gia da questa citazione ¢ chiaro che comunque Heyting
vede solo nell’intuizionismo — intuizionismo Brouweriano — una
matematica fedele all’intuizione. Non ritiene che si debba fare solo
quella matematica, ma quella sviluppa I’intuizione. Non ci sono va-
rie intuizioni possibili da sviluppare, perché “intuizione” significa
“costruzione mentale”.

Sul materiale di partenza certamente Dehaene e Heyting concordano,
perché si tratta proprio di quella capacita di individuare che Dehaene
aveva menzionato a proposito di Poincaré. Cosi si pud dire che
Dehaene offra sostegno neurofisiologico a questa tesi di Heyting,
perché le fornisce materiale sperimentale di conferma di questa
attitudine umana (anzi, addirittura animale). Ma poi, Heyting vede
nell’intuizionismo 1’unico modo (per definizione) di sviluppare la
matematica stando nei confini dei limiti umani, e vede poi la
matematica nella sua pratica classica come un misto di componenti,
che vanno oltre i limiti dello strettamente umano e che ¢ opportuno
tenere distinte per esserne consapevoli. Va detto che Dehaene espri-
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me solo un’opinione, quando afferma che nasciamo con intuizioni
multiple su numeri, insiemi, ecc. Non fornisce un sostegno scienti-
fico a questa sua opinione.

Rispetto a Heyting, Dehaene insiste in modo particolare sulla
componente corporea della conoscenza matematica, ed ¢ ovvio,
perché la sua ricerca ¢ radicata nella sua professione. Heyting, in-
vece, attribuiva al corpo solo un ruolo secondario. Ricordiamo, in-
fatti, che per Heyting perfino la scoperta dell’esistenza degli altri
esseri umani avviene in primis come frutto di scambio intellettuale
e solo in seconda istanza riconoscendo ’esistenza di corpi analoghi
al nostro. Quindi, Dehaene offre all’intuizionismo il sostegno spe-
rimentale per cio che concerne il fatto che i numeri naturali siano
radicati nel nostro cervello, ma nel contempo richiama 1’attenzione
sul fatto che, se si vuole sviluppare una matematica attendendosi
alle capacita, ai limiti dell’uomo, occorre dare il giusto rilievo al
corpo.

Anche Brouwer non era certo disponibile a tenere presente la cor-
poreita nell’attivitd matematica, anzi in lui vigeva un’opposizione di
principio a cio, radicata nella sua definizione mistica di ottenimento
della felicita. Radicare la matematica nel corpo costringe a conside-
rare importante, a considerare un aspetto ineludibile di sviluppo
della matematica, la sua applicativita. Dehaene non afferma che tut-
ta la matematica sia prodotta a scopi applicativi: egli ammette il
matematico puro (1997a, p. 251), e lo pensa intento a lavorare esat-
tamente come la natura in generale: sovraproduce materiale, che poi
viene selezionato — da altri — dal confronto con I’esperienza. Quin-
di, per Dehaene, anche se ¢’¢ spazio per il matematico puro, la ma-
tematica viene selezionata sulla base della sua applicabilita, cosa
che viene ritenuta da Brouwer un’attivitd peccaminosa, in quanto
allontana dal luogo della felicita, che ¢ tutto interiore. Non solo.
Dice Dehaene: “According to the evolutionary viewpoint that I de-
fend, mathematics is a human construction and hence a necessarily
imperfect and revisable endeavour” (1997a, p. 247). Brouwer non
ha mai dato cenni di poter condividere quest’opinione.

Non ci sono, comunque, solo motivi di divergenza fra Brouwer e
Dehaene, ma anche aspetti condivisi: in particolare, 1’idea che si
possa fare matematica (elementare) senza 1’uso del linguaggio, la
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visione negativa della logica e il tener conto dell’aspetto emoziona-
le presente nella pratica matematica.

La alinguisticita della matematica era considerata da Brouwer
una condizione necessaria per poterla praticare senza violare le sue
norme etiche mistiche e perd aveva in qualche modo ammesso il
linguaggio come sostegno per la memoria. In Dehaene, la alingui-
sticita concerne la matematica intuitiva, elementare, condivisa
dall’uomo con gli altri animali: proprio per questo fatto, cio¢ per
essere comune anche agli animali, essa risulta automaticamente a-
linguistica. Quindi, Brouwer e Dehaene condividono la alinguistici-
ta della matematica, ma per Brouwer si tratta di tutta la matematica
e per motivazioni tipicamente umane (esigenze mistiche!), mentre
per Dehaene si tratta della matematica del subitizzare, accessibile
agli altri animali e, per questo, alinguistica.

Dehaene condivide con Brouwer una visione negativa della lo-
gica, pur se in modi e per motivi diversi. Entrambi sostengono che
la nostra non sia una mente logica. Ma Dehaene vive la logica come
una forzatura sulla nostra mente naturale, poiché afferma che solo
con un opportuno allenamento I’uomo diventa abile nella logica:

The recognition of approximate shapes is an elementary and imme-
diate property of the brain, while logic and calculation are derived
properties, accessibile only to the brain of a single, suitably edu-
cated species of primate (1997a, p. 234).

Brouwer, invece, ritiene che la logica sia una staticizzazione di
quella che & un’attivita dinamica, creativa della mente. La logica da
regole che chiunque ¢ in grado di seguire, e proviene da uno studio
potremmo dire ‘statistico’ delle regolarita linguistiche presenti nelle
nostre lingue:

Looking at the words that accompany this primitive form of mathe-
matics, we notice in them a surprising mechanism with a regularity
which is not clear a priori. That is to say, it is possible to project on
these words a new simple mathematical system: speaking about this
system we explain the theory of the syllogism. But the mathematical
systems which function in this theory are of a very simple kind, and
therefore no logic is required to understand them (1975, pp. 74-75).
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Brouwer, infatti, nella tesi di dottorato si spingeva a dire che, se a-
vessimo avuto linguaggi diversi, altre logiche sarebbero state ipo-
tizzabili:

Therefore it is easily conceivable that, given the same organization
of the intellect and consequently the same mathematics, a different
language would have been formed, into which the language of logi-
cal reasoning, well known to us, would not fit. Probably there are
still peoples, living isolated from our culture, for which this is actu-
ally the case. And no more is it excluded that in a later stage of de-
velopment the logical reasonings will lose their present position in
the languages of the cultured peoples (1975, p. 74).

E al relatore di tesi, D.J. Korteweg, che gli chiedeva che strana raz-
za di uomini mai fosse una che non pensa logicamente, Brouwer
precisava la sua opinione con 1’esempio:

The theorem: ‘If a triangle is isosceles it is an acute triangle’ is ex-
pressed as a logical theorem: the predicate ‘isosceles’ in the case of
triangles is considered to imply the predicate ‘acute’ [...] But the
thoughts of the mathematician, who, because of the poverty of his
language formulates this theorem as a logical theorem, procede in a
way quite different from the above interpretation. He imagines that he
is going to construct an isosceles triangle, and then finds that either at
the end of the construction all angles appear to be acute or that on the
postulation of a right or obtuse angle the construction cannot be exe-
cuted. In other words, he thinks the construction mathematically, not
in its logical interpretation (van Stigt 1990, p. 503).

Inoltre, Brouwer aggiungeva che 1’uso della logica aveva dato ori-
gine in matematica alle false nozioni della teoria degli insiemi e
nella quotidianita a “all kinds of misunderstanding”. Addirittura:
“Theoretical logic teaches us nothing about the present world; [...]
it only serves the purpose of lawyers and demagogues, not a means
of teaching people but of deceiving them” (van Stigt 1990, p. 504).
La logica, dunque, non ¢ in grado di rendere conto della funzione
creativa che la mente ha e le cui modalita non sono elencabili una
volta per tutte:

Mathematics is a free creation; it exists in developing a primordial
intuition which can be called ‘permanence in change’ or ‘the dis-
crete in the continuous’. [...] A logical construction of mathematics
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independent of intuition is impossibile. In that way we can only
construct a verbal edifice which remains absolutely distinct from
real mathematics and which, like mathematics itself, needs the pri-
mordial intuition (1975, p. 97).

Inoltre, sia Dehaene che Brouwer sottolineano 1’aspetto emozionale
presente nella pratica matematica. Dehaene lo sottolinea su base
pratica, ricordando come da un lato 1’ansia relativa all’ottenimento
del risultato possa compromettere il raggiungimento del medesimo
in matematica e dall’altro come la passione per i numeri nella prima
infanzia possa contribuire a far sviluppare le relative sinapsi e quin-
di a migliorare le performances di soggetti anche portatori di disa-
bilita — ad esempio bambini autistici — (1997a, pp. 170-171). E, su
questa base, invita gli insegnanti a far innamorare del numero il
bambino fin dall’eta prescolare: “When there is passion for mathe-
matics, talent does not lag very far behind” (1997a, p. 171).
Brouwer pure sottolinea 1’aspetto emozionale legato alla pratica
matematica, anche se il suo fine ¢ di indirizzare (un pubblico adul-
to) all’esercizio della matematica pura, non finalizzata ad applica-
zioni fisiche. Di questo, Brouwer ¢ debitore all’insegnamento di
Mannoury. Prima di diventarne allievo, infatti, dice Brouwer:

I still could see the figure of the mathematician only as a servant of
natural sciences or as a collector of truths: truths fascinating by
their irremovability, but horrifying by their lifelessness, like stone
from barren mountains of disconsolate infinity (1975, p. 474).

Mannoury, invece, nei suoi articoli di matematica, come ricordava
Brouwer stesso

had not whispered: ‘Behold, some new acquisitions for our mu-
seum of irremovable truths’, but something like this: [...] Behold
the harmonies, neither desired nor surmised, which after the com-
pleting surprised and delighted me’ (1975, p. 475).

Brouwer non condivideva 1’idea di matematica che Mannoury ave-
va. Questi, infatti (1909), riteneva* che la sua origine stesse nella

4Su questo argomento, si veda anche Heijerman 1989.
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psicologia, e che questa testimoniasse 1’impossibilita di distinguere
la coscienza in parti distinte. Non ¢’¢ un’“unita”, un elemento asso-
lutamente indipendente, distinto nella coscienza. Noi accettiamo di
porre questo concetto per convenzione, scegliamo come unita ele-
menti della coscienza (una sensazione di calore, un’impressione di
luce) in modo arbitrario e manteniamo questa artificiosa distinzione
grazie al linguaggio. Per questo, Mannoury aveva fatto in modo di
rendere noto il linguaggio simbolico di Peano in Olanda.

Brouwer era ben lungi da questa posizione. Lo ribadi anche nel
discorso che egli fece in occasione del conferimento a Mannoury
della laurea honoris causa:

But differences of opinion, originating from our different natures,
have continued to arise and their centre of gravity seems to have
gradually moved from the origin and the essence of mathematical
certainty to the origin and essence of evil (1975, p. 475).

Tuttavia, Mannoury gia nei suoi scritti iniziali (in particolare nel
volume del 1909 Methodologisches und philosophisches zur Ele-
mentar-Mathematik) si era mostrato sensibile al lato emozionale
connesso con la ricerca matematica. Infatti aveva congetturato
(1909, p. 154) che I’origine della bellezza della matematica risie-
desse nel suo essere un’immagine della mente umana. Successiva-
mente, egli aveva trovato modo di esprimere questa sua sensibilita
all’interno della sua attivita di adesione e poi anche diffusione del
circolo “Signific” in Olanda, un circolo che era stato fondato in In-
ghilterra da Lady Victoria Welby allo scopo di studiare come il lin-
guaggio sia strumento di trasmissione e mantenimento di valori so-
ciali e di progettare nuovi vocaboli per diffondere nuovi valori. In
ogni atto linguistico, Lady Welby vedeva aspetti indicativi, inten-
zionali ed emozionali. Nel suo articolo del 1937 sulla “bellezza del-
la matematica come un problema del Signific”’, Mannoury riferi la
certezza della matematica al suo aspetto costante, osservabile, indica-
tivo, mentre riferi la bellezza all’aspetto emozionale (1937, p. 199).
Brouwer aderi all’attivita del Signific introdotto in Olanda
dall’amico Frederik van Eeden, e nel 1918 Brouwer, Borel e
Bloemers fondarono ad Amsterdam 1’“Istituto Internazionale di
Filosofia” specificamente per la realizzazione degli scopi del
Signific. Esso fu chiuso nel 1922 per mancanza di fondi, I’attivita

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



5. Stanislas Dehaene: cervello e matematica 111

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
edupWIod, g 3SUSdITeIUIBWI0d ,, JO SWd) 8y} 03 Buipioade paysiignd S1uonNgLIUOd AJBAT 'SS83Je 8914 Ul 3[ge|feAe Spew S| pue Plos 10U S| %00 SIY} JO UONIPS 21U0J18 B 3y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

del Signific prosegui solo all’interno del circolo, ma Brouwer se ne
allontano deluso. Tuttavia, quel tipo di analisi linguistica bene si
incontrava con la sua posizione mistica, che gli faceva vedere ogni
forma di comunicazione come un esercizio di una volonta su
un’altra volonta e che, per questo, gli mostrava la necessita di una
forte carica di persuasione in ogni espressione linguistica, anche in
quelle finalizzate alla trasmissione del sapere, che sembrerebbe
un’attivita fredda e incolore. Proprio questa idea era alla base del
rifiuto di Brouwer del linguaggio simbolico in quanto incolore, non
sufficientemente ricco di stimoli emotivi, idea che lo caratterizzo per
tutta la sua vita, anche dopo I’allontanamento dal Signific. Quindi
possiamo dire che I’attenzione di Brouwer per I’aspetto emozionale
della comunicazione matematica ¢ certamente una caratteristica che
egli condividerebbe con Dehaene, anche se in riferimento ad un
ipotetico pubblico di eta differenti.
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6. George Lakoff: Metafore nella conoscenza

Il linguista George Lakoff si ¢ impegnato in numerosi testi nell’ela-
borazione della “scienza cognitiva di seconda generazione”, in colla-
borazione col filosofo Mark Johnson. Testi fondamentali per
I’esposizione della loro teorizzazione sono stati Metaphors we live by
del 1980 e Philosophy in the flesh del 1999. Successivamente, Lakoff
si ¢ proposto — in collaborazione con Rafael Nufiez, esperto di educa-
zione matematica — di analizzare da dove provenga la concettualiz-
zazione matematica, utilizzando gli strumenti della suddetta scienza
cognitiva “di seconda generazione”, per poi confrontarsi con quello
che essi definiscono il “Romanzo della Matematica”, cio¢ con quel-
le che sono le opinioni piu diffuse intorno alla matematica, per
smentirle.

La scienza cognitiva di prima generazione (o cognitivismo filo-
sofico) si ¢ andata evolvendo lungo gli anni Cinquanta e Sessanta,
nell’ambito della tradizione filosofica anglo-americana, incentran-
dosi sulla computazione simbolica, che vedeva la mente come un
programma astratto di calcolatore, che aveva bisogno del corpo per
funzionare nella sola misura in cui un software necessita un
hardware. 11 significato era o una relazione astratta fra simboli o tra
simboli e stati di cose nel mondo.

La scienza cognitiva di seconda generazione, invece, che nasce
nei tardi anni Settanta, ¢ soprattutto scienza della mente “embodied”,
radicata nel corpo, e sottolinea la centralita dei processi immaginativi
(metafore, metonimie, prototipi, ecc.) nei processi di concettualizza-
zione.
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A suo favore, secondo Lakoff e Mark Johnson, parlano tre tipi di
requisiti, che una teoria dei concetti dovrebbe sempre soddisfare e
che essa effettivamente soddisfa:

1. il realismo cognitivo (“‘cognitive reality commitment”): spiegare
la mente in modo cognitivamente e neuralmente realistico;

2. l’evidenza convergente (“‘convergent evidence commitment”):
impegnarsi a cercare un’evidenza convergente da quante piu
fonti ¢ possibile;

3. la generalita (“generalization and comprehensiveness commit-
ment”): fornire generalizzazioni empiriche sul piu vasto ambito di
fenomeni.

Essa parte dalla scoperta che la maggior parte del nostro pensiero
(la stima si aggira intorno al 95%) ¢ inconscio, nel senso che “opera
al di sotto del livello della consapevolezza cognitiva, inaccessibile
alla coscienza e che agisce troppo velocemente per essere colta”
(Lakoff-Nufiez 2000, p. 10). Per esempio, si ¢ messo in luce speri-
mentalmente che, per comprendere anche 1’enunciato piu semplice,
si devono eseguire automaticamente e rapidamente azioni quali ca-
ratterizzare stringhe di suoni come appartenenti a un linguaggio, di-
viderle in segmenti fonetici distintivi, identificare fonemi, raggrup-
parli in morfemi, ecc. L’attivita di concettualizzare ¢ condivisa, al-
meno a livello elementare, anche con gli animali: perfino un’ameba
“categorizza”, distinguendo il cibo dal non-cibo. Come gli animali
categorizzano dipende dal loro apparato percettivo, dalla loro abilita
di muoversi e di manipolare oggetti. Questo vale anche per noi, an-
che perché la necessita di categorizzare ¢ data dalla nostra struttura
cerebrale: gli impulsi generati dagli organi di senso sono in quantita
estremamente piu alta di quella che puo essere convogliata dalle fi-
bre nervose al cervello, dunque I’informazione che proviene da tali
organi deve essere “categorizzata” in modo da ridurne la complessi-
ta (Lakoff-Nufiez 2000, p. 18). Dice Nunez:

C’¢ un’evidenza comune (convergent evidence) che proviene da di-
verse discipline, dalle neuroscienze all’antropologia, dalla psicolo-
gia alla linguistica, che mostra che la mente umana ¢ intrinseca-
mente incorporata (embodied), cio¢, essa proviene dalle caratteri-
stiche della biologia dei nostri corpi e dei nostri cervelli, e dal mo-
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do in cui noi interagiamo col nostro intorno (sociale e fisico) (Lakoff-
Nufiez, p. 125).

6.1 Metafore e conoscenza embodied

11 punto di partenza sono cio che Lakoff chiama “metafore primarie”,
definite come “connessioni neurali apprese per coattivazione” di due
domini, I'uno appartenente alle aree dell’esperienza sensomotoria,
I’altro alle aree dell’esperienza soggettiva, metafore che sono univer-
sali ma non innate. La sua teorizzazione in proposito viene dall’in-
treccio di quattro teorie (1999, pp. 45-49):

1. di Christopher Johnson (theory of conflation), che ritiene su basi
scientifiche di poter affermare con sicurezza che nei primi stadi
dell’apprendimento del bambino piccolo, le esperienze sensomo-
torie e quelle nonsensomotorie (“‘soggettive”) sono mescolate in-
sieme, quindi che tra i due domini, che in seguito saranno perce-
piti come differenziati, in quelle fasi, ci sono associazioni auto-
matiche. Successivamente, i domini vengono separati, ma le as-
sociazioni permangono;

2. di Joe Grady (theory of primar metaphor), che distingue fra me-
tafore atomiche (dette “primarie””) e metafore molecolari. Ogni
metafora primaria ha una struttura minimale e sorge in modo na-
turale, automatico ed inconscio nell’esperienza quotidiana trami-
te la fusione, durante la quale si formano associazioni incrociate
tra domini. Le metafore complesse sono formate tramite miscela
concettuale. Le esperienze primarie universali portano a fusioni
universali che poi si sviluppano in metafore universali conven-
zionali;

3. di Srini Narayanan (neural theory of metaphor), che afferma che
le associazioni effettuate nel periodo della fusione sono realizza-
te neuralmente in attivazioni simultanee e che portano a connes-
sioni neurali permanenti tra reti di lavoro neurali che definiscono
domini concettuali;

4. di Gilles Fauconnier e Mark Turner (theory of conceptual blend-
ing), che afferma che domini concettuali distinti possono essere

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



116 Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

co-attivati e che in certe condizioni si possono formare connessio-
ni attraverso i domini, che portano a nuove inferenze.

Integrando le quattro teorie, Lakoff sostiene che le metafore primarie
sopra definite (che sarebbero centinaia) abbiano un’universalita spie-
gabile sulla base del fatto che sono ottenute mediante “normale
processo di apprendimento neuronale”, descritto in questi termini:
inizialmente le connessioni tra i due domini vengono attivate ca-
sualmente; poi, poiché accadono ripetutamente, il loro peso sinapti-
co aumenta finché la connessione diventa permanente. Tutto cio ac-
cade in modo inconscio. Un gruppo esemplificativo di metafore
primarie ¢ il seguente (1999, pp. 50-54):

affetto ¢ calore, importante ¢ grande, felice ¢ su, intimita ¢ vicinan-
za, cattivo ¢ maleodorante, le difficolta sono fardelli, piu ¢ su, le ca-
tegorie sono contenitori, somiglianza ¢ vicinanza, scale lineari sono
sentieri, 1’organizzazione ¢ struttura fisica, aiuto ¢ sostegno, tempo
¢ movimento, gli stati sono luoghi, il cambiamento ¢ movimento,
gli scopi sono destinazioni, le azioni sono movimenti che si alimen-
tano da soli, gli scopi sono oggetti desiderati, le cause sono forze
fisiche, le relazioni sono territori, controllo € su, conoscere € vede-
re, comprendere ¢ afferrare, vedere € toccare.

A partire dalle metafore primarie, si procede nella concettualiz-
zazione — pit 0 meno conscia — mescolando piu metafore. Per e-
sempio, il tempo viene concettualizzato (1999, pp. 137-154) attra-
verso la metafora dell’orientamento (per cui il passato sta dietro di
noi, il presente sopra di noi e il futuro davanti a noi), cui puo essere
combinata la metafora del tempo in movimento oppure quella
dell’osservatore (del tempo) in movimento. Questi due gruppi di
metafore sono fondate nello spazio, che, quindi, risulta piu “basila-
re” rispetto al tempo, e sono da intendersi come duali, cio¢ come
varianti I’'una dell’altra (che invertono il rapporto sfondo/figura).

In generale, gruppi di metafore possono essere in contraddizione
tra loro, se mirano a finalita diverse, ma devono essere internamen-
te coerenti e coerenti rispetto al background culturale in cui
s’inseriscono (1999, pp. 123-133). L’attivazione di una metafora
non ¢ sempre dovuta ad una similarita empirica tra i due domini, e
I’instaurarsi di una metafora (o di un gruppo di metafore) porta con
sé una serie di conseguenze inconsce che pilotano la nostra ulteriore
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conoscenza: per questi due motivi le metafore “creano” nuove real-
ta (1980, pp. 183-192).

6.2 Metafore in matematica

Nel caso specifico della matematica, al lavoro si ¢ messo Lakoff as-
sieme a Nufiez (nel volume Da dove viene la matematica del 2000),
sottolineando la presenza negli uomini (come negli animali) di
un’aritmetica innata, con la quale si “subitizza” cio¢ si € in grado di
stabilire la quantita di oggetti presenti ai nostri occhi e si eseguono
calcoli (addizioni e sottrazioni) coi numeri dall’l al 4. In questa at-
tivita sono coinvolte le seguenti capacita cognitive:

a) diraggruppare;

b) di ordinare;

¢) di formare coppie;

d) di memoria;

e) dirilevare I’esaustione;

f) di assegnare un numero cardinale;
g) di essere indipendenti dall’ordine.

Questa, potremmo dire, € un’aritmetica concreta, perché immedia-
tamente percepibile.
Per contare oltre il quattro occorrono anche:

h) capacita di raggruppamento combinatorio;
1) capacita di simbolizzare.

Per caratterizzare le operazioni aritmetiche e le loro proprieta, oc-
corre una concettualizzazione, che avviene coi metodi tipici di ogni
concettualizzazione umana, cio¢ con 1’apporto di schemi-immagine,
metafore, miscele di metafore.

Occorre precisare che esiste nella nostra conoscenza qualcosa di
“letterale”: tutti i concetti-base sensomotori e i concetti e 1 giudizi
dell’esperienza soggettiva, che non siano strutturati metaforicamente.

Gli schemi-immagine sono strutture di base topologiche e di o-
rientamento dinamiche che caratterizzano le inferenze spaziali; so-
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no schemi (patterns) regolari, dinamici, ricorrenti, di azioni che or-
dinano successioni, percezioni, ¢ concezioni. Essi emergono come
strutture significative per noi principalmente attraverso 1’esperienza
corporea del movimento nello spazio, della manipolazione di ogget-
ti e di interazioni percettive. Gli schemi-immagine sono strutture di
un’attivita per mezzo della quale organizziamo la nostra esperienza
in modi che possiamo comprendere. Non sono meri ricettacoli pas-
sivi che raccolgono I’esperienza, ma piuttosto sono mezzi basilari
coi quali noi costruiamo o costituiamo 1’ordine e modelliamo la
comprensione del senso (sense making) (2000, p. 134).

Tra gli schemi che abbiamo “embodied” ci sono gli schemi conte-
nitori, le cui leggi inferenziali sono il principio del terzo escluso, il
modus ponens, il modus tollens e il sillogismo ipotetico. Altri esempi
sono lo schema origine-percorso-obiettivo “da” “a” (2000, p. 68) e
gli schemi “sopra”, “contatto”, “sostegno” (di cui sarebbe composto
il significato della parola “su” — 2000, p. 60). Molti concetti basilari
sono costruiti mediante combinazione di questi schemi.

Le metafore, da un punto di vista concettuale, come abbiamo
detto sopra, sono mappe che partono da un cosiddetto dominio sor-
gente e portano ad un cosiddetto dominio obiettivo, connettendo, in
sequenza, i due domini. Da un punto di vista neurale, le metafore
connettono, in sequenza, due aree del cervello. Esistono metafore
fondanti (che fanno passare dal concreto all’astratto) e metafore di
collegamento, che fanno passare da un dominio all’altro dell’astratto.
Le metafore fondanti, dal punto di vista neurale, connettono un’area
dedicata all’esperienza senso-motoria e un’area dedicata all’espe-
rienza soggettiva; quelle di collegamento connettono fra loro aree
dedicate all’esperienza soggettiva. Ci sono metafore universali, cio¢
presenti nella struttura cerebrale umana, e altre che, invece, sono
“culturali”. Tutte le metafore fondanti conservano la struttura infe-
renziale.

Si pud ampliare I’aritmetica innata, conservandone le proprieta,
attraverso le quattro metafore fondanti (2000, pp. 83-110):

1. L’aritmetica e collezione di oggetti (che va dagli oggetti ai nu-
meri interi); questo consente di eseguire somme e sottrazioni di
oggetti, e di individuare le proprieta di queste operazioni e
dell’uguaglianza. Per eseguire la moltiplicazione e la divisione,
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occorre una miscela metaforica, cio¢ un’attivazione della meta-
fora e dei due domini — sorgente e obiettivo — contemporanea-
mente, per usare le collezioni (che appartengono al dominio sor-
gente) un certo numero di volte (e il numero appartiene al domi-
nio obiettivo). Poi opera di nuovo la metafora della collezione di
oggetti. Ad esempio, si parte dal dominio sorgente (in cui la mi-
scela opera, permettendo I’addizione ripetuta A volte di una col-
lezione B per produrre una collezione C) e si va nel dominio o-
biettivo “aritmetica” sulla moltiplicazione A.B=C. Si conserva-
no le proprieta commutativa, associativa e distributiva del domi-
nio sorgente in quello obiettivo;

2. L’aritmetica é costruzione di oggetti: serve per comprendere le
frazioni come parti di un oggetto;

3. I numeri sono segmenti tangibili: quando si forma la miscela tra
i suoi domini sorgente e obiettivo, la mappa va anche nell’altra
direzione (cio¢ ad ogni segmento corrisponde un numero), gene-
rando I’esigenza dei numeri irrazionali;

4. L’aritmetica ¢ moto lungo un percorso (da cui: i numeri sono
posizioni di punti su di una retta): serve ad introdurre i numeri
negativi.

Queste metafore sono universali. Altre, invece, sono culturali. Ad
esempio, le metafore che compongono la teoria ingenua delle es-
senze ¢ la metafore secondo le quali “ogni ragionamento ¢ calcolo”
0 “ogni scienza deve avere un fondamento”.

La teoria ingenua delle essenze afferma:

a) ogni cosa ¢ un tipo;
b) i tipi sono entita come le cose;

¢) ogni cosa ha un’essenza, cio¢ una collezione di proprieta es-
senziali (caratterizzanti);

d) le essenze determinano il comportamento delle cose;
e) le essenze sono intrinseche alle cose.
Le essenze sono caratterizzate dalle metafore di base:

e le essenze sono sostanze;
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e le essenze sono forme;
e le essenze sono regolarita di cambiamento.

Il metodo assiomatico ¢ manifestazione di questa teoria ingenua
delle essenze, dove la relazione causale si trasforma nella ragione
deduttiva di tutte le proprieta del sistema (cio¢ dei teoremi).

Altre metafore importanti:

5. le classi sono contenitori — anche se non ¢ direttamente alla base
della assiomatizzazione di Zermelo-Fraenkel: affinché questa ul-
tima sia compatibile con la metafora, occorre aggiungere
I’assioma di fondazione, che esclude che una classe possa appar-
tenere a se stessa — (2000, p. 164);

6. le classi sono grafi (possono appartenere a se stesse) (2000, p.
192);

7. inumeri naturali sono insiemi (von Neumann) (2000, p. 184);
biunivocita ¢ equinumerosita (Cantor) (2000, p. 186);

9. di riduzione formale, che proietta un dominio sorgente costituito
da insiemi e simboli nel dominio obiettivo costituito da idee ma-
tematiche (2000, p. 451);

\

10.aristotelica: predicato ¢ appartenenza ad una classe (2000, p.
165);

11.fondazionale: le teorie, come gli edifici, devono avere fondamenti
sicuri.

La prima di queste € universale, le altre no.

A queste vanno aggiunte quelle relative all’infinito (2000, pp.
200-205), che, pero, vanno analizzate un po’ piu in dettaglio.
L’infinito potenziale ¢ embodied, perché si riferisce all’aspetto im-
perfettivo delle azioni (cio¢ al sistema aspettuale che caratterizza la
nostra concettualizzazione degli eventi), in particolare a quello ite-
rativo. Genera la metafora: “i processi continui indefiniti sono pro-
cessi iterativi”. L’infinito attuale & pure embodied e consiste
nell’aggiungere all’infinito potenziale una metafora base che com-
pleta il processo in corso, in modo da considerarlo una cosa infinita:
Iaspetto percettivo viene aggiunto. In questo modo si concettualiz-
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za ’infinito come numero e si puo parlare di “punti all’infinito” e di
induzione.

In generale, all’interno di un’idea matematica, si trovano piu
metafore stratificate. Un esempio interessante ¢ dato dall’algebra di
Boole (2000, pp. 163-173), che ¢ importante considerare (nell’ottica
di Lakoff), perché era nata con lo scopo di fornire un calcolo che
esprimesse le leggi del pensiero. Il percorso concettuale di Boole
parte dalla metafora aristotelica, che trasferisce la predicazione nel-
la classe e arriva ad espressioni simboliche. Nel dominio obiettivo
classi vengono mandati: la predicazione (sulla base della metafora
aristotelica), lo schema contenitore (sulla base della solita metafora)
e I’algebra di Boole (sulla base di un’apposita metafora di Boole,
che collega i numeri alle classi). Poi, la metafora della logica pro-
posizionale, parte dalle classi come dominio sorgente e va sulle
proposizioni come dominio obiettivo. Infine, la metafora della logi-
ca simbolica mappa le proposizioni su espressioni simboliche.
Questo percorso ¢ interessante, perché mette in luce come la meta-
fora aristotelica e, particolarmente, quella di Boole non facciano
parte della nostra nozione quotidiana di classe (2000, p. 172). La sua
metafora, infatti, richiese a Boole I’invenzione della classe vuota in
cui mandare lo zero, e della classe universo, in cui mandare I’uno, e
queste non sono proprie della nostra quotidianita. Quindi, Lakoff ne
ricava che il nostro pensiero non puo essere descritto come calcolo.

In quest’ottica, la matematica ¢ vista come generata attraverso
metafore universali o “idee” culturali (2000, p. 432) che si aggiun-
gono ad essa per esigenze di modellizzazione di aspetti della realta.
Si riconosce un ruolo alla cultura, che ¢ quello di fornire metafore
non universali, che possono servire da stimolo. Le metafore conser-
vano le strutture inferenziali e, dunque, spiegano la stabilita della
matematica. Quindi la filosofia della matematica embodied non ¢
post-modernista (2000, p. 440), relativista, ma ritiene che la mate-
matica non sia arbitraria e anzi sia universale, in quanto basata sulle
comuni capacita adulte di concettualizzare (2000, p. 428). L uso di
metafore contrastanti — dovute all’esigenza di modellizzare realta
diverse — spiega perché la matematica non ¢ monolitica, ma ¢ fatta da
diverse branche, da diverse discipline, che hanno una coerenza inter-
na, ma che possono essere in contrasto tra loro (2000, p. 431). Verita
¢ coerenza all’interno di una metafora. E importante non assolutizza-
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re le metafore, cio€ non farle diventare espressioni letterali. Se si par-
la di infinito, di enti matematici, di riduzione formale ecc, lo si deve
intendere solo in modo non letterale. In particolare, non abbiamo nes-
suno strumento per verificare che gli oggetti matematici realmente
esistano da qualche parte fuori di noi (2000, pp. 416-417).

Le scuole fondazionali hanno preso alla lettera tre metafore
(2000, p. 435):

a) D’essenza di una disciplina deve essere data da un piccolo in-
sieme di assiomi;

b) il ragionamento matematico ¢ una forma di calcolo matema-
tico, che permette di calcolare tutte le veritd matematiche (u-
sando la logica matematica);

¢) ogni disciplina che si rispetti puo ¢ deve avere fondamenti
sicuri su cui viene costruita ogni altra cosa nella disciplina,

dunque non sono accettabili.

Come conseguenza di tutto cio, risulta inaccettabile il cosiddetto
“Romanzo della matematica” che esse hanno imbastito, caratteriz-
zato dai tratti seguenti (2000, p. 414):

\

1. la matematica ¢ una caratteristica oggettiva dell’universo, gli
oggetti matematici sono reali! e la verita matematica ¢ universa-
le, assoluta e certa.

2. Cio che gli essere umani credono della matematica non ha alcun
effetto su cio che essa ¢ realmente.

I matematici scoprono verita su ogni universo possibile.

4. Poiché la logica puo essere formalizzata come logica matemati-
ca, la matematica caratterizza la natura vera e propria della ra-
zionalita.

5. Poiché la razionalita definisce cid0 che € unicamente umano, i
matematici sono i massimi esperti della natura della razionalita
umana.

1 Per una risposta alla critica al platonismo di Lakoff e Nufiez, si veda Parsons-
Brown (2002).
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6. La matematica della fisica risiede nei fenomeni fisici stessi: ad
esempio, vi sono logaritmi nelle spirali logaritmiche delle chioc-
ciole.

7. La matematica ¢ la regina delle scienze; essa definisce cosa sia la
precisione. In quanto scienza piu alta, solo la matematica stessa
puo caratterizzare la sua stessa natura.

6.3 A confronto con I’intuizionismo

Che dire dalla prospettiva intuizionista? Lakoff non affronta diret-
tamente la questione, perché parla solo in generale del “movimento
per i Fondamenti della Matematica”, caratterizzandolo sulla base
delle tre idee di assiomatizzare, derivare tutte le verita della mate-
matica usando la logica, cercare fondamenti stabili per la disciplina.

Le prime due idee non solo certo condivise dall’intuizionismo —
né di Brouwer né di Heyting. La terza potrebbe apparentemente es-
sere attribuita anche a Brouwer, ma, a ben vedere, la sua “fondazio-
ne” non ¢ epistemologica ma morale. Piu che altro, Brouwer vuole
garantirsi che la matematica sia moralmente lecita, non che sia epi-
stemologicamente solida.

Per cercare, dunque, di effettuare un confronto fra il cognitivismo
di Lakoff e I’intuizionismo, non dobbiamo, allora, riferirci a quanto
egli scrive a proposito del movimento per i Fondamenti della mate-
matica, ma cercare direttamente di capire quale possa essere da un
lato il modo in cui il cognitivismo possa giudicare I’intuizionismo e
dall’altro cosa I’intuizionismo possa accogliere o criticare dal cogni-
tivismo.

Per quanto riguarda la prospettiva del cognitivismo sull’intui-
zionismo, tre possibili critiche all’intuizionismo vengono quasi
immediate:

a) lintuizione fa superare la metaforicita e porta alla “dichia-
razione di esistenza degli oggetti”;

b) I’intuizionismo mette dei limiti assoluti alle metafore usabi-
li: ¢ una tra le discipline matematiche, ma pretende di essere
I’unica;
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¢) [D’intuizionismo disconosce la funzione del corpo — in parti-
colare del cervello — nella pratica matematica.

Il problema della “letteralita” dell’esistenza nell’intuizionismo, in
realta, ¢ solo apparente, perché si tratta di un’esistenza mentale.
Quindi, si potrebbe specificare che esistenza mentale vuol dire esi-
stenza metaforica/concettuale/su base neurale.

La seconda obiezione riguarda il solo Brouwer, che assolutizzava
(per ragioni etiche) la matematica intuizionista. Se, invece, si prende
la prospettiva di Heyting, che vedeva I’intuizionismo come un modo
per indagare quanta matematica fosse ottenibile attenendosi ai limiti
conoscitivi umani, si vede che si tratta di un progetto, finalizzato ad
uno scopo, come qualunque altra disciplina matematica presentata da
Lakoff (algebra di Boole, teoria degli insiemi, ecc.). E come tale ha le
sue proprie metafore nel suo interno.

Avevamo incontrato il terzo problema gia a proposito di Dehae-
ne. E chiaro, infatti, che un atteggiamento di partenza a la Brouwer
¢ di principio incompatibile con un cognitivismo “embodied”. 11
corpo era considerato da Brouwer una sorta di palla al piede, di o-
stacolo, di ancora verso un terreno esterno, dunque un impedimento
al raccoglimento in sé, unica strada verso la felicita. Heyting non si
esprime in questi termini, ma nelle sue riflessioni filosofiche non
pubblicate abbiamo visto che il corpo occupa un ruolo di secondo
piano, perlomeno nella conoscenza degli altri esseri umani. Si trat-
ta, dunque, nel suo caso, di aprirsi a cio che il cognitivismo puo da-
re, non essendoci pregiudizi in linea di principio.

E qui veniamo alla prospettiva intuizionista sul cognitivismo.
L’intuizionismo potrebbe mantenere la sua finalita di mettere in lu-
ce la matematica che puo essere prodotta utilizzando le sole forze
umane con la consapevolezza che queste “forze” devono riferirsi al
corpo e con la precisazione che devono essere comuni, condivise da
tutti gli esseri umani. Si potrebbero, cosi, accettare i meccanismi
cognitivi messi in luce, definire 1’“evidenza” — 1’*“intuizione”— co-
me “universalita”, cio¢ come presenza in tutte le strutture cerebrali
umane, ovvero come il fatto che i neuroni di tutti possano produrre
quella idea. In quest’ottica, si dovrebbero accettare solo i prodotti
delle metafore universali. In particolare, I’aritmetica innata — quella
su cui nemmeno gli intuizionisti tra loro litigano — verrebbe spiega-
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ta con I’innatezza percettiva (la capacita di distinguere); 1’infinito
potenziale sarebbe accettabile in quanto metafora universale, men-
tre D’infinito attuale sarebbe da scartare in quanto non & coerente
aggiungere perfettivita a qualcosa di imperfettivo. Si eviterebbe,
cosi, il problema del cambiamento dell’evidenza tra persone e nel
tempo.

Esistono, pero, problemi aperti relativamente all’impostazione
generale di Lakoff. A parte alcuni punti oscuri che emergono nella
presentazione che da della metafora in Philosophy in the flesh ri-
spetto a quella che da in Da dove viene la matematica, quali, ad e-
sempio, il rapporto tra metafora primaria (presente nel primo volu-
me) ¢ metafora fondante (presente nell’altro), che non sembrano
sovrapponibili, si rilevano le seguenti questioni:

1. non si capisce bene, nella formazione della metafora primaria,
come da collegamenti neurali “casuali” si passi alla loro stabiliz-
zazione “a causa del ripetersi di tali collegamenti” e come da qui
si possa arrivare a qualcosa di universale, cio¢ di condiviso da
tutti gli vomini;

2. gli oggetti della quotidianita (e le relazioni spaziali) sembrano es-
sere per Lakoff letterali, quindi sembrano avere un’esistenza, che
si direbbe reale. Ma su che base? Sulla base di un meccanismo
(procedura) innato per cui in modo naturale “individuiamo”?

3. non ¢ chiaro che cosa ci garantisce che quelle particolari metafo-
re elencate da Lakoff siano universali (la loro presenza in “tutte”
le lingue?);

4. non ¢ chiaro cosa ci guidi nel formare nuovi complessi di meta-
fore. Infatti, mentre la sottolineatura del ruolo — particolarmente
di quello inconscio — delle metafore nella formazione dei concet-
ti sembrerebbe fornire un’interessante ipotesi relativamente a
come avvenga la nostra produzione di nuovi concetti, in realta
essa rinvia ancora una volta il problema, perché non ci dice, a
sua volta, cosa ci guida nella formazione di metafore. Probabil-
mente € un’idea, uno scopo, comunque qualcosa di legato ad una
realta. Comunque qualcosa che ci permette di andare al di la
dell’anti-letteralismo di Lakoff. Anche i tre criteri che una teoria
dei concetti deve soddisfare (realismo, convergenza di evidenza,
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generalitd) sembrano rinviare a qualcosa che va “oltre” le meta-
fore;

5. non ¢ “dimostrato” che noi concettualizziamo
Q attraverso metafore

O solo attraverso metafore. Cellucci, ad esempio, suggerisce
I’induzione, I’ibridazione, 1’analogia? (2007, p. 141) come
ulteriori strumenti di concettualizzazione.

Secondo me, una spiegazione del perché noi concettualizziamo at-
traverso metafore viene semplicemente dall’analisi del significato
di “metafora” e dalla riflessione teoretica sul meccanismo conosci-
tivo. Nel conoscere, noi abbiamo a disposizione, per parlare del
nuovo, del finora ignoto, solo cid che ci ¢ gia noto. “Metafora”¢ —
per definizione — descrizione di una realta (di cui ¢ imprecisato se
sia nota o ignota) attraverso un’altra. Quindi ¢ “naturale” parlare di
conoscenza come basata su metafore, perché la conoscenza deve
per forza usare il materiale disponibile fino a quel momento e
proiettarlo, applicarlo ad altro. In questo senso va interpretato quan-
to scrive J.P. van Bendegem a sostegno della necessita delle meta-
fore per la matematica: comprendere significa capire il significato
delle parole; nella crescita della matematica ¢ necessario un cam-
biamento nel significato delle parole; i cambiamenti di significato
involvono metafore. Nel precisare, infatti, quest’ultimo passaggio
van Bendegem afferma (p. 120): “Estendere una struttura matema-
tica cambia il significato dei segni implicati. Cosi, se deve esserci
un significato letterale (prima o dopo il cambiamento), allora 1’altro
deve essere metaforico (in senso ampio)”.

Pero, questo non ci puo costringere ad applicare alla conoscenza
in generale un’altra caratteristica della metafora, cio¢ di essere per
natura anti-letterale: “anti-letterale” significa solo che stiamo unifi-
cando domini diversi (e, quindi, che I’assimilazione richiedera delle
precisazioni ed eventualmente delle differenziazioni), non che il ri-
sultato non abbia una sua “esistenza”, una sua realta. Quello che pos-

2 Ricordiamo che anche Poincaré (1989), p- 252 aveva indicato 1’analogia come
uno strumento tipico del matematico.
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siamo dire, al piu, ¢ che questa spiegazione del meccanismo conosci-
tivo non ci permette di sbilanciarci né a favore del realismo né del
soggettivismo, ma non che ci costringa ad un anti-letteralismo, per
cosi dire.

E vero che ci sono degli aspetti di uso incoscio della metafora e
di conseguenze inconsce di tale uso, perd molto spesso la metafora
¢ utilizzata dagli autori (v. per es. Platone col mito della caverna)
per meglio spiegare dei concetti che si hanno chiari ma che si vo-
gliono condividere con tante persone: per questo si ricorre a qualco-
sa il cui funzionamento sia noto lippis et tonsoribus. Cio¢ la meta-
fora spesso € usata consapevolmente e come immagine, a fini chia-
rificatori e suasivi. Inoltre, le conseguenze “inconsce” legate all’uso
di una metafora vanno lentamente portate alla luce, perché questo
meccanismo consente, spesso, di precisare la solo parziale ammis-
sibilita della metafora stessa, contribuendo, per differenziazione con
il dominio origine della metafora, a meglio delineare il nuovo con-
cetto che si sta introducendo. Quindi, 1’esigenza di coerenza, che
secondo Lakoff e Mark Johnson sarebbe una caratteristica essenzia-
le affinché un gruppo di metafore venga accettato in un contesto
culturale, va intesa solo come coerenza parziale.

Infine, un ultimo dubbio. La metafora L ‘aritmetica é collezione di
oggetti va dagli oggetti ai numeri interi, ma questi ultimi da dove
vengono? Nella metafora /e classi sono contenitori, da dove vengono
le classi? Cioe, come nascono 1 domini obiettivi dell’aritmetica e del-
le classi?

Quest’ultimo, forse, ¢ il problema piu grosso, che rimane aperto
dalla proposta di Lakoff per quanto riguarda la matematica.
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7. Brouwer e la fenomenologia

Si ¢ tentato negli ultimi anni di sostenere 1’intuizionismo matematico
con metodi fenomenologici. Richard Tieszen (1984, 1988, 1995) e
Mark van Atten (2002, 2003, 2004) ne sono i principali promotori. E
cio veramente attuabile?

Prima di tutto vediamo di capire perché si ¢ sentita I’esigenza di
un sostegno fenomenologico all’intuizionismo.

7.1 Prima esigenza: spiegare I’unicita della matematica

Ricordiamo che Brouwer aveva proposto la sua fondazione alterna-
tiva della matematica per esigenze di carattere etico, cid per essere
in linea con la sua convinzione mistica secondo la quale I’'uomo puo
essere felice solo chiuso all’interno del proprio Sé. La matematica,
allora, doveva essere sviluppata nell’interiorita dell’'uomo (unico
“luogo” non peccaminoso), senza far uso del linguaggio, strumento
intrinsecamente inaffidabile ¢ comunque connotato negativamente
da un punto di vista morale, in quanto mira a un’interazione, quindi
ad un’uscita dall’interiorita, e in quanto consiste sempre in un’im-
posizione della propria volonta su quella di un altro. Anche nel caso
piu innocente, infatti, cio¢ quando si intende trasmettere un conte-
nuto concettuale (e non un vero e proprio comando), si tratta di pie-
gare la volonta dell’interlocutore affinché riproduca un contenuto
concettuale analogo al nostro.

Un primo problema sorgeva gia subito: come si puo parlare di
una matematica, se essa consiste in un’esperienza interiore, del sin-
golo? Brouwer intendeva affermare I’esistenza di una sola matema-
tica? Possiamo supporre di si. A parte la testimonianza personale
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dell’allievo Arend Heyting, che ricordava di aver sentito parlare
Brouwer della matematica come di un’esperienza collettiva, pos-
siamo aggiungere il fatto che, se Brouwer avesse davvero creduto
nell’esistenza di una matematica per ciascun uomo, verosimilmente
I’avrebbe detto, trattandosi di una concezione molto diversa dalla
norma. Invece, non c¢’¢ traccia di cio. Inoltre, quando Brouwer parla
del primo atto dell’intuizionismo, che consiste nel dispiegare la
struttura della duo-unita, che ¢ colta dall’inquadramento temporale
che /"'uomo ha, Brouwer non dice che questa ¢ una sua esperienza
personale, una pagina di diario che vuole (peccaminosamente) ren-
dere pubblica. Parla, appunto, dell’'uomo in generale, o, meglio,
dell’uomo in quanto tale!. E anche nei suoi scritti pit solipsistici,
egli afferma:

Only in those very narrowly delimited domains of the imagination
such as the exclusively intellectual sciences — which are completely
separated from the world of perception and therefore touch the least
upon the essentially human — only there may mutual understanding
be sustained for some time and succeed reasonably well (1975 p. 6).

Pur precisando: “Little confusion is possible about the meaning of
such words as ‘equal’ or ‘triangle’, but even then two different peo-
ple will never think of them in exactly the same way” (1975, p. 6).
Si noti che il tema della variazione di concetto da una persona
all’altra non venne poi piu ripresa negli altri suoi scritti.

Se supponiamo, dunque, con buone motivazioni, che egli inten-
desse un’unica matematica, allora dobbiamo immaginare che ipo-
tizzasse I’esistenza di “strutture mentali” comuni a tutti gli umani.
E, in effetti, egli afferma (1975, p. 598-599):

1 per es., nello schema finale del cap. II della sua tesi designa come “Necessarily
appearing in the mathematical receptacle of experience by virtue of the organization
of the human intellect the basic intuition of mathematics or the intuition of time”
(1975 p. 71) e in Intuition and formalism del 1912 dice “This neo-intuitionism
considers the falling apart of moments of life into qualitatively different parts, to
be riunite only while remaining separated by time as the fundamental phenomenon
of the human intellect, passing by abstracting from its emotional content into the
fundamental phenomenon of mathematical thinking, the intuition of the bare two-
oneness” (1975 p.127).
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Everything said so far is reasonable reflection, i.e. mathematical
speculation in which the content neither of ends, nor of objects in
the world of perception is involved. It is an essential hypothesis for
human understanding that the structure of this reasonable reflection
is the same for all individuals.

Ora, il suo additare I’intuizione temporale kantiana come fonte
d’ispirazione per il suo porre la schema temporale alla base
dell’intero edificio matematico, per quanto possa essere stato messo
in dubbio e contestato dal suo stesso relatore, D.J. Korteweg, resta a
testimonianza del fatto che Brouwer avesse comunque in mente
qualcosa di “intrinseco”, comune a tutti gli uomini2. Chiaramente,
stante proprio il suo atteggiamento mistico, 1’accento non poteva
essere posto sul lato “comune” della conoscenza, perché cio sareb-
be stato, per cosi, dire, automaticamente peccaminoso, ma 1’idea di
questa comunanza “aleggia”, ¢ sottintesa nei suoi lavori, con tutte le
precauzioni del caso. E naturale, dunque, trovare nei suoi scritti e-
spressioni come:

[...] there is no exchange of thought either. Thoughts are insepara-
bly bound up with the subject. [...] By so-called exchange of
thought with another being the subject only touches the outer wall
of the automaton (1975, p. 485),

ma cio non toglie che in lui ci fosse 1’idea di una matematica comu-
ne, anche se egli non poteva esprimere in modo chiaro quest’idea sia
per motivi etici sia per I’impossibilita di poterlo provare. La matema-
tica, comunque, in quanto esperienza del singolo, ha qualcosa di irri-
petibile: la connotazione legata al piacere di bellezza che ciascuno
trae dalla pratica matematica, dalla dimostrazione di nuovi teoremi.
Possiamo, dunque, ipotizzare un margine lasciato all’individualita
nell’esperienza matematica: 1’aspetto emotivo, cio¢ il singolo vissu-
to di bellezza. Inoltre, in Brouwer resta di fondo I’opinione che, an-

2 Brouwer ribadira anche dopo la sua tesi I’ascendenza kantiana del suo intuizioni-
smo. Per es., in Intuitionism and formalism del 1912 scrive: “However weak the
position of intuitionism seemed to be after this period of mathematical develop-
ment [si tratta dell’epoca del sorgere delle geometrie non-euclidee], it has recov-
ered by abandoning Kant’s apriority of space but adhering the more resolutely to
the apriority of time” (1975 p. 127).
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che in presenza di un’unica matematica “potenziale”, non ¢ comun-
que mai garantito che due esseri umani abbiano effettivamente por-
tato a termine la medesima costruzione mentale, perché il confronto
fra uomini avviene solo attraverso il linguaggio, € questo ¢ intrinse-
camente debole, non pud mai garantire la riuscita della comunica-
zione. In ogni caso, un aspetto comune, un’unicita possibile c¢’¢ e va
spiegata.

7.2 Seconda esigenza: evitare le accuse di psicologismo

Per il suo riferirsi alle “facolta mentali” e al “soggetto”, 1’intui-
zionismo ¢ stato spesso tacciato ed etichettato come “psicologisti-
co”. In particolare cio ¢ accaduto in occasione dell’introduzione, da
parte di Brouwer, a partire dalle Lezioni di Cambridge in poi,
dell’espressione “soggetto creativo” a proposito del soggetto che
produce quelle che poi verranno da lui chiamate “successioni che
proseguono indefinitamente” (spesso denominate in letteratura
“successioni di libera scelta”). In realta, I’introduzione di tale espres-
sione non apporta modifiche ai controesempi di proprieta classiche.
Infatti, I’'unico cambiamento che appare negli anni di Cambridge nel-
la costruzione dei controesempi consiste nell’uso di asserti generici
di cui non si ¢ in grado di dimostrare verita né assurdita, anziché
nell’uso di specifici problemi matematici aperti. Cid ha come con-
seguenza di rendere piu duraturi i controesempi, che, se sono legati
ad uno specifico problema aperto, cessano di valere nel momento in
cui questo dovesse essere risolto. Tuttavia, il passaggio da un pro-
blema aperto all’asserto generico aperto non dipende dall’intro-
duzione del soggetto creativo, ne ¢ indipendente. Inoltre, controe-
sempi senza menzione del soggetto creativo vengono ancora propo-
sti da Brouwer accanto a quelli in cui nomina il soggetto creativo
anche dopo gli anni di Cambridge, in modo indifferente. Cio testi-
monia, secondo me, che I’espressione “soggetto creativo” non co-
stituisce per lui un cambiamento radicale rispetto a quanto egli ave-
va detto fino a quel momento. E un’espressione che gli & venuta in
mente e che utilizza per ribadire, qua e 1a, che I’attivita del matema-
tico ¢ un’attivita dell’individuo, e che questi ¢ libero nel suo effet-
tuare costruzioni mentali. Se accusa di “psicologismo” deve esserci,
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deve avere luogo per I’impianto generale Brouweriano, non per
quella singola espressione. Invece, van Dantzig affermo, proprio a
proposito dell’articolo del 1948:

It is not clear from Brouwer’s papers, whether the term ‘creative
subject’ is intended to denote: 1) the author himself, 2) an arbitrary
human individual, 3) a human individual possessing some (which?)
intellectual qualifications, 4) an ‘infinite’ sequence of such indi-
viduals, successively performing the activities, ascribed to the crea-
tive subject; 5) a more or less definite group of human individuals,
e.g. all mathematicians possessing some definite qualifications, or
anything else (1949, p. 348)

cio¢ pose il problema del significato del soggetto creativo, vedendo
come possibili per esso tutte definizioni in termini di soggetti psico-
logici, e ne indico la debolezza di fondo, quando il soggetto creati-
vo ¢ considerato autore del numero reale p come successione con-
vergente a,, a,..., nel fatto che una mancanza di unanimita (nel caso
si tratti di un gruppo) o la morte (nel caso di un solo individuo) po-
trebbero interrompere il processo costruttivo:

Clearly the interpretations 1-3 leave open the possibility that the
creative subject dies after having chosen a finite number of num-
bers a, so that the sequence cannot be continued and the real num-
ber p remains undetermined. If the groups of assertions which have
‘become evident’ to the subject between two successive definitions
a, a,.; consist of all theorems published in some well-defined jour-
nals or books, the interpretations 4 and 5 leave open the possibility
that there is no unanimity between the mathematicians, as to
whether a theorem has or has not been proved, in which case also
the definition of the next a, fails (1949, pp. 348-349).

Si pose, cosi, storicamente, il problema dello psicologismo di
Brouwer, ma egli si mostro non propenso ad accettare la prospettiva
psicologistica. In una lettera, infatti, in risposta a van Dantzig (v.
van Atten 2004, pp. 75-76), egli scriveva:

I am glad to see that these developments make the essentially nega-
tive properties meaningful also to those who do not recognize the
intuitionistic ‘creating subject’, because with respect to mathemat-
ics they hold the psychologistic point of view, or in any case insist
on a ‘plurality of mind’.
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Cioe¢, Brouwer attribuiva a van Dantzig un punto di vista psicologi-
stico, considerandolo qualcosa che egli stesso non condivide.

Il tema del soggetto creativo, in ogni caso, ha dato luogo ad una
corposa letteratura, in cui, per esempio van Stigt (1990, pp. 178-
179) ipotizza che il soggetto creativo sia il matematico idealizzato,
dotato di memoria illimitata e che, quindi, possa procedere senza
alcun ricorso al linguaggio, mentre Troelstra (1982b, p. 474) tiene a
sostenere che si tratta di un modo per ribadire che la pratica mate-
matica €, appunto, esperienza del soggetto e quello che conta ¢ cio
che egli sa riguardo un asserto.

Tutte testimonianze dell’esistenza di una problematica dello psi-
cologismo Brouweriano, innescata principalmente dal suo uso
dell’espressione “soggetto creativo”.

7.3 Terza esigenza: risolvere la questione dei “gradi di
evidenza”

Un ulteriore segnale di “via libera” all’utilizzo della fenomenologia
per sostenere ’intuizionismo viene, secondo quanto suggerito da
Mark van Atten (2004, p. 84), dalla nozione di “gradi di evidenza”,
che ¢ normalmente presente nella gnoseologia fenomenologica.

A che cosa si applicherebbe la nozione di grado di evidenza
all’interno dell’intuizionismo? Per comprenderlo occorre ricordare
le critiche che G.F.C. Griss sollevo a proposito della definizione di
negazione che si puo ricavare dagli scritti di Brouwer e che ho pre-
sentato nel capitolo 2. Per Griss, dire che negare significa “portare a
contraddizione”, cio¢ far vedere che un’ipotetica costruzione non
puo essere condotta fino in fondo, non era compatibile con il cano-
ne intuizionista, perché comportava il riferimento, come punto di
partenza, a qualche cosa di non ancora evidente. Brouwer, a questa
obiezione, nell’articolo del 1948 che abbiamo citato sopra (1948a) a
proposito dell’introduzione dell’espressione ‘“‘soggetto creativo”,
rispose semplicemente mostrando proprieta “essenzialmente nega-
tive”, cio¢ che non possono essere espresse se non facendo ricorso
alla negazione (1975, p. 478):

In order to estimate the significance of affermative or negationless
mathematics, the development of which is sometimes advocated, it
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may be useful to publish a simple and clear example, which I gave
now and then in courses and lectures since 1927, and in which a
simply negative property (i.e. the absurdity of a constructive prop-
erty) is realized in such a way that no hope of transforming it into a
constructive property can be justified.

Si tratta della dimostrazione espressa in questo volume in dettaglio
a p. 63, dove si fa vedere una proprieta negativa (“‘essere provato
diverso”) che non riesce ad essere tradotta in una positiva (“essere
provato maggiore o essere provato minore”). E una risposta assai
strana: equivale a dire che non si puo cambiare la definizione di ne-
gazione, altrimenti si perderebbero “pezzi” di matematica. Ma, co-
me abbiamo gia sottolineato a p. 63, cid € sconcertante in uno stu-
dioso che non ha indugiato a togliere al pugile Hilbert i guantoni, a
sfrondare la matematica classica, in nome di una coerenza etica.

7.4 Una chiave risolutiva?

Di fronte alle esigenze sopra delineate, la fenomenologia sembra
poter offrire in modo naturale delle soluzioni.

In primo luogo, la nozione di “ego trascendentale” appare un
buon modello esplicativo per la descrizione del “soggetto creativo”
Brouweriano senza incorrere nell’accusa di psicologismo, e per
spiegare I’unicita della matematica.

Si attua ’epoché, cio¢ ci si libera di tutti quei preconcetti (della
quotidianita) legati al mondo delle scienze e degli atti psichici pro-
pri: rimane 1’ego trascendentale (unica evidenza originaria ed apo-
dittica).

Mediante 1’epoché fenomenologica io porto a riduzione il mio io
naturale umano e il mio vivere psichico, dominio della mia
esperienza psicologica di me, e li riduco al mio io fenomenologico-
trascendentale, dominio della esperienza di sé fenomenologico-
trascendentale (Husserl 1950, p. 58).

L’ego trascendentale non € un pezzo di mondo oggettivo, ['unica
briciola di esso da salvare (come avveniva per Descartes), ma esige
la messa in disparte del mondo oggettivo. L’ego trascendentale ¢
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colto come “intenzionante”, secondo tipi costitutivi di oggetti pen-
sabili:

Ogni costituzione di effettiva e reale possibilita pura porta implici-
tamente con s¢, come suo orizzonte esterno, un ego possibile in
senso puro, una pura variazione di possibilita del mio essere di fatto
[...] Se dunque pensiamo la fenomenologia come formata pura-
mente secondo il metodo eidetico come scienza intuitiva a priori,
tutte le ricerche di essenze non sono altro che rivelazioni
dell’universale ego trascendentale in generale contenente in sé tutte
le variazioni pure di possibilita del mio io esistente di fatto e
quest’io stesso come possibilita (1950, p. 97).

Nella astrazione mi rimane del fenomeno mondo “uno strato unita-
rio e coerente che ¢ il correlato trascendentale dell’esperienza del
mondo” (1950, p. 118) e in esso colgo il mio proprio corpo come
Leib, cioé come qualcosa di organico, e il corpo dell’estraneo “ap-
percepito” appaiato al mio, quindi inscindibile dal suo lato spiritua-
le: i0o mi colgo come comunitd di monadi, che stanno in comunita
necessaria con me in una variazione di possibilita del mio stesso
ego.

Io esperisco (gli altri) anche in quanto esperiscono questo stesso
mondo che io esperisco ed esperiscono parimenti me come io espe-
risco loro. lo esperisco in me stesso, nell’ambito del mio vivere co-
scienziale ogni e ciascuna cosa ed esperisco il mondo non come
meramente mio privato ma come intersoggettivo, dato per ciascuno
e accessibile nei suoi oggetti e in esso gli altri esistenti come altri e
in pari tempo uno per ’altro, per ciascuno (1950, p. 29).

L’ego trascendentale sembra, dunque, per come ¢ stato definito da
Husserl, rispondere a due delle esigenze che si erano poste: spiegare
I’unicita della matematica, attraverso l’intersoggettivita delle co-
munita di monadi come variazioni dell’unico ego trascendentale, e
superare 1’accusa di psicologismo, proprio perché la nozione di ego
trascendentale originariamente si pone a superamento dello psico-
logismo nel suo essere ottenuto come variazione di tutti i possibili
“i0” individuali.

Un discorso piu complesso, invece, va fatto relativamente alla
possibilita di usare la nozione di gradi di evidenza. Essa ¢ comune-
mente entrata nella letteratura fenomenologica dalla Sesta delle Lo-
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giche Untersuchungen di Husserl, dove egli spiega che I’io inten-
ziona 1’oggetto, cogliendone di volta in volta suoi aspetti, trattenen-
doli nella memoria e avanzandosi aspettative su future percezioni.
Le aspettative possono essere riempite o deluse. Man mano che so-
no riempite si ha un aumento in grado di evidenza relativamente a
quell’oggetto. Un’evidenza assoluta ¢ prevista solo per 1’ego tra-
scendentale, ed ¢, invece, intesa come idea regolativa per ogni co-
stituzione dell’oggetto. Husserl descrive I’evidenza in relazione al
riempimento in questo modo:

In un primo tempo vi ¢ ’intenzione significante, data appunto in se
stessa; solo in un secondo tempo si aggiunge 1’intuizione corrispon-
dente. Al tempo stesso si produce 1'unita fenomenologica che si ma-
nifesta ora come coscienza del riempimento. Che gli atti della signifi-
cazione e quelli dell’intuizione possono entrare in questo rapporto
peculiare € un dato di fatto fenomenologico primitivo (1901, p. 332)

L’atto riempiente ha un vantaggio che manca alla mera intenzione,
cio¢ esso partecipa all’intenzione la pienezza dell’ ‘essere in se
stesso’, conducendo 1’intenzione almeno piu direttamente in pros-
simita della cosa stessa. E la relativita di questo direttamente e di
questo essere in se stesso allude a sua volta al fatto che la relazione
di riempimento ha in sé, in certo modo, il carattere di una relazione
di progressione. Appare perc10 possibile una concatenazione di re-
lazioni di questo genere in cui questo vantagglo si accresce gra-
dualmente; dove tuttavia ogni serie progressiva di questo genere
rinvia ad un limite ideale, o lo realizza gia nel suo membro termina-
le, un limite che pone ad ogni progressione un’unita non oltrepas-
sabile: la méta della conoscenza assoluta, dell’auto-ostensione ade-
guata dell’oggetto della conoscenza (1901, p. 366).

11 concetto di conferma si riferisce esclusivamente agli atti posizio-
nali in rapporto al loro riempimento posizionale ed infine al loro
riempimento ultimo mediante percezioni: [...] In esso 1’evidenza
presenta ’ideale dell’adeguazione. In senso piu ampio parliamo di
evidenza ogni volta che un’intenzione posizionale (in particolare
un’asserzione) trova la sua conferma in una percezione corrispon-
dente e pienamente adeguata, anche quando si tratta di una oppor-
tuna sintesi di singole percezioni insieme connesse. Ha senso allora
parlare di gradi e di livelli di evidenza [...] L’evidenza stessa ¢
I’atto di quella perfetta sintesi di coincidenza (1901, p. 422).
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Tutto questo vale per le “sostanze”, cio¢ gli oggetti concreti. Per le
“forme”, cio¢ per gli oggetti astratti, il discorso si complica: il
riempimento non avverra tramite intuizione diretta (percezione sen-
sibile), bensi tramite “atti fondati” (che “valgono per noi come in-
tuizioni” p. 467). Nella percezione sensibile,

I’oggetto & immediatamente dato anche nel senso che esso, in quan-
to percepito con questo determinato contenuto oggettuale, non si
costituisce in atti relazionali, connettivi o comunque articolati, che
sono fondati in altri atti i quali portano a percezione oggetti di al-
tro genere (1901, 448).

Quando intervengono i nuovi atti di congiunzione, di disgiunzione,
di apprensione singolare determinata ¢ indeterminata, di generaliz-
zazione, sorgono “atti che costituiscono nuove oggettivita” (p. 448).
Si tratta delle forme e delle loro percezioni “categoriali”. Per Hus-
serl, quindi, intuizione ¢ percezione — sensibile o categoriale —;
I’evidenza ¢ la concordanza fra I’intuizione e I’intenzione.

L’evidenza che si ha ¢ la verita intorno a quell’oggetto, ma € una
verita rivedibile (1929, p. 194):

La possibilita dell’illusione ¢ implicita nell’evidenza dell’esperienza
e non elimina il suo carattere fondamentale ¢ il suo fungere, anche se
il persuadersi, secondo I’evidenza, dell’illusione, toglie di mezzo la
stessa esperienza o evidenza relativa. L’evidenza di una nuova espe-
rienza ¢ ci0 di fronte a cui 1’esperienza, prima incontrata, subisce la
modificazione di credenza della eliminazione, della cancellazione, ed
¢ solo cosi che essa puo subirla [...] Il dissolvimento consapevole di
un’illusione, nell’originarieta dell’“ora vedo che si tratta di
un’illusione”, ¢ anch’esso un modo dell’evidenza [...] Anche cio va-
le per qualsiasi evidenza, o per ogni ‘esperienza’ nel senso piu am-
pio. Anche un’evidenza che si presenti come apodittica puo svelarsi
come un’illusione, e presuppone per cio un’evidenza simile, di fronte
a cui essa ‘si frantuma’. [...] L’evidenza di una nuova esperienza ¢
cio che rende I’esperienza precedentemente non contestata essere sot-
toposta a quella modifica di credenza chiamata ‘annullamento’ o
‘cancellazione’; ed essa sola lo puo fare.

In quest’ottica, la defizione Brouweriana di negazione, come co-
struzione che non puo venire portata a termine non da problemi. In-
fatti, fu il fenomenologo Oskar Becker stesso, rifacendosi alla Sesta
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delle Logische Untersuchungen di Husserl, a far notare (1927, pp.
58-59) come il concetto di “negazione” dovesse essere interpretato
come “delusione”, cio¢ come parziale ma non totale riempimento di
un’intenzione e non come totale mancanza di cio che si € intenzio-
nato. Ad esempio, per dire che un libro non si trova su un tavolo,
occorre il tavolo. Se nella stanza non c’¢ il tavolo o se non si ha ac-
cesso alla stanza, non si € autorizzati ad asserire che il libro non si
trova sul tavolo, perché la teoria della conoscenza fenomenologica
prevede successive sintesi, cio¢ prevede comunque un confronto fra
le intenzioni e le percezioni: quindi, in qualunque atto conoscitivo,
almeno una parziale soddisfazione delle intenzioni sara presente.
Tuttavia, tale definizione, che poi, come vedremo in un successivo
capitolo, ¢ stata — almeno per un certo periodo — accolta da Arend
Heyting, regge fenomenologicamente, perché si trova in un conte-
sto dove ¢ ammessa la smentita di un’evidenza tramite un’altra evi-
denza, in un contesto dove 1’evidenza ¢ criterio che si autocorregge.
Ma questa non era 1’idea di evidenza condivisa da Brouwer. Ri-
cordiamo la sua espressione3: “[...] truths which, just like mathe-
matical truths, anybody who has once understood will forever af-
firm”.

7.5 Una somiglianza apparente

Un argomento favorevole all’utilizzo dell’ego trascendentale per
meglio esprimere le caratteristiche del “soggetto” della matematica
intuizionista viene dal comune atteggiamento antinaturalistico pre-
sente sia in Husserl che in Brouwer. In Husserl la messa a fuoco
dell’ego trascendentale, la sua messa in evidenza come qualcosa di
assoluto (I’'unica evidenza assoluta, incontrovertibile) nasce proprio
dall’operazione di messa in disparte, di spegnimento dei richiami e
delle abitudini che vengono dalle scienze, con la loro serie di ipote-
si sulla realta, pseudo-problemi e pseudo-risposte:

La scienza ha la pretesa di potere giustificare i suoi passi teoretici e
riposa in generale sulla critica. Ma la sua critica non ¢ la critica ul-

3 Brouwer(1975), p. 106.
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tima della conoscenza, cio¢ lo studio e la critica delle operazioni o-
riginarie, scoperta di tutti i loro orizzonti intenzionali mediante i
quali soltanto puo alla fine cogliersi la “portata” delle evidenze e
valutarsi correlativamente il senso dell’essere degli oggetti, delle
formazioni teoriche, dei valori e degli scopi. Percid noi troviamo,
proprio all’alto livello delle moderne scienze positive, problemi di
fondazione, paradossi, cose incomprensibili [...] Ogni tentativo di
passare dalle scienze, prese nel loro stadio storico attuale, a una
migliore comprensione autonoma del loro senso e delle loro produ-
zioni, € un tratto dell’autoriflessione dello scienziato. Ma non v’é
che una sola autoriflessione radicale, quella fenomenologica (1950,
pp. 168-169).

In Brouwer troviamo qualcosa di analogo: in principio vi ¢ il rico-
noscimento del fatto che I’atteggiamento scientifico (di imposizione
dello schema causale sulla natura per poterla dominare) non va se-
guito e, anzi, va messo in luce il carattere di “pseudoproblema” del-
la questione intorno ai fondamenti della scienza stessa:

[...] for scientific thinking is nothing but a fixation of the will
within the confines of the human head, a scientific truth no more
than an infatuation of desire restricted to the human mind. Every
branch of science, as it proceeds, will therefore always run into
deeper trouble; when it climbs too high, it becomes blindfolded in
even more restricted isolation, the remembered results of that sci-
ence take on independent existence. The ‘foundations’ of this
branch of science are then investigated and this soon becomes a
new branch of science (1975, p. 4).

Occorre, tuttavia, tenere presente che, alla base dell’atteggiamento
negativo di Brouwer nei confronti delle scienze, c’era la sua Welt-
anschauung mistica, una visione del mondo che, anche se non ¢ af-
fatto fondata sui risultati delle scienze, per il mero fatto di non esse-
re una “filosofia rigorosa” rientra, se ci mettiamo nell’ottica di Hus-
serl, nella categoria di “cid che va messo tra parentesi” come pre-
messa per 1’esplorazione trascendentale:

A gradi di valore particolarmente elevati si riferisce il desueto ter-
mine sapienza (sapienza del mondo, sapienza del mondo e della vi-
ta) e per lo piu anche I’espressione oggi amata di visione del mon-
do e della vita o semplicemente di Weltanschauung (p. 84) [...] E
fuori discussione che la filosofia non puo abbandonare la volonta di
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essere scienza rigorosa e che, in quanto scienza teoretica, essa deve
piuttosto opporsi all’aspirazione pratica alla Weltanschauung e da
questa mantenersi consapevolmente separata (1910, p. 99).

Quindi, anche se in entrambi c¢’¢ una critica verso 1’assolutizzarsi
delle scienze ¢ la loro vana ricerca dei fondamenti, le motivazioni
alla base di cio sono profondamente diverse nei due autori.

7.6 Un dubbio risolto

Recentemente, la fenomenologia ¢ stata utilizzata anche per soste-
nere il platonismo gddeliano. Richard Tieszen (1984, pp. 177-182)
¢ stato I’iniziatore di questa tendenza. Occorre considerare piu da
vicino la questione, perché lascerebbe un po’ perplessi la possibilita
di fondare sia intuizionismo sia platonismo sulla stessa base di evi-
denza per I’essere umano in quanto tale.

Innanzitutto vanno separati due aspetti: le speranze che Godel
riponeva nella pratica fenomenologica e 1’uso attuale di Husserl per
rispondere all’obiezione di Paul Benacerraf al platonismo.

Per quanto riguarda il primo aspetto, Godel sembra aver visto nel-
la fenomenologia la possibilita di fondare il suo platonismo e in ge-
nerale di trovare i principi primi, a priori, su cui basare le scienze*:

Perhaps a further development of phenomenology will some day
make it possibile to decide questions regarding the soundness of
primitive terms and their axioms in a completely convincing manner.

Quest’ultima rimase solo una speranza (van Atten — Kennedy 2003
p. 470).

Al contrario, ¢ chiaro il duplice contributo che puo venire al suo
platonismo da Husserl. In primo luogo puo offrire una fondazione
oggettiva per gli oggetti matematici, attraverso un tipo di intuizione
che ¢ la stessa anche per gli oggetti fisici (parita epistemologica).
Infatti, grazie alla sua svolta trascendentale, Husserl poté garantire
un’oggettivitda a cio che era considerato dall’ego trascendentale
un’intenzione riempita. Quindi, se gli insiemi — con le loro ipoteti-

4 Citazione in van Atten-Kennedy 2003, p. 466.
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che proprieta — sono intenzioni riempite, esse sono qualcosa di og-
gettivo. Attenzione che la garanzia di oggettivita — se ¢’¢ — non ¢
garanzia per il platonismo nel suo complesso, in ogni suo aspetto.
Nulla puo essere detto riguardo all’autonomia degli oggetti rispetto
al soggetto. Infatti, I’atteggiamento di Husserl verso 1’idealismo/il
costruttivismo in matematica non ¢ qualcosa di chiarito in modo e-
splicito una volta per tutte: ¢ stato un tema molto dibattuto, e sono
state avanzate molte ipotesi. In particolare, R. Tieszen> ha visto nel
pensiero di Husserl la fonte di una possibile conciliazione tra i due
punti di vista. Personalmente, credo che la questione se 1’oggetto
sia indipendente dall’'uomo o costruito dalla sua mente non possa
essere posta in un contesto fenomenologico, che mira solo a chie-
dersi come il soggetto possa ottenere un certo tipo di conoscenza.

In ogni caso, sia che la natura degli oggetti matematici secondo
Husserl venga considerata una questione aperta, sia che venga con-
siderata una questione insensata all’interno della fenomenologia,
questo primo contributo che la fenomenologia puo dare per sostene-
re il platonismo di Gddel non contrasta con 1’uso parallelo che vie-
ne fatto di esso per sostenere I’intuizionismo, perché solo una parte
del suo platonismo — quella relativa all’oggettivita degli oggetti ma-
tematici — puo essere sostenuta in questo modo. E non ¢’¢ problema
per gli intuizionisti ad affermare che gli oggetti matematici sono
“oggettivi”.

In secondo luogo, il pensiero di Husserl puo contribuire a soste-
nere il platonismo di Gddel risolvendo il problema messo in luce da
Paul Benacerraf all’interno della presentazione della sua obiezione
epistemologica al platonismo (v. § 3.2), cio¢ la difficolta di imma-
ginare un’interrelazione causale tra noi e gli oggetti matematici, a-
naloga a quella tra noi e gli oggetti fisici, difficolta che avrebbe por-
tato Godel a postulare (senza un sostegno adeguato) una speciale
facolta cognitiva, 1’intuizione, attraverso la quale noi interagiamo
con questi oggetti.

All’interno della fenomenologia, I’epoché “ordina” di accanto-
nare il problema “causalita” come caratteristico dell’atteggiamento
naturalistico, che appartiene a una dimensione diversa rispetto a

5 Tieszen (1989), p. 17.
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quella della pura teoresi. Il problema di definire il rapporto causale
fra noi e gli oggetti matematici neppure si pone, né si puo porre,
all’interno della prospettiva fenomenologica, e questo risolve la
problematica in modo radicale. Si noti, tuttavia, che cid non ha co-
me conseguenza diretta I’accettazione del platonismo matematico:
semplicemente, si fa notare che un problema relativo ad esso che ¢
stato sollevato, in realta non ha ragion d’essere all’interno della
prospettiva fenomenologica. Con questa puntualizzazione, il possi-
bile conflitto fra un contemporaneo uso della fenomenologia in ap-
poggio all’intuizionismo e a sostegno del platonismo di Godel si
dissolve e risolve.

7.7 Un’ultima perplessita

Un’ultima analisi particolare merita la questione “principio del ter-
zo escluso”, la cui rilettura e conseguente contestazione da parte di
Brouwer rappresenta un punto fermo dell’intuizionismo. Da piu
parti si € sempre sottolineato come Husserl fosse un “conservatore”
in logica®, e come cio rendesse particolarmente difficile la concilia-
zione fra fenomenologia e intuizionismo (e tanto piu difficile ren-
desse 1’uso della fenomenologia a sostegno dell’intuizionismo).
Una prima giustificazione poteva essere trovata nell’imputare a
Husserl una “mancanza”, cioé¢ la volonta di adeguarsi alla logica
classica e di non prendere in considerazione le critiche mosse da
Brouwer, atteggiamento, quest’ultimo, che Husserl ha esteso in ge-
nerale a tutte le scuole fondazionali: da un certo punto in poi, non si
¢ piu curato del loro sviluppo, perché concentrato su altre temati-
che.

Dieter Lohmar ha, invece, aperto (2002, 2004) una prospettiva
diversa, individuando negli scritti di Husserl alcune espressioni che
lascerebbero intendere che Husserl si fosse posto il problema della
validita del principio e non avesse trovato sufficienti giustificazioni
per sostenerla.

6 V. per esempio Mohanty 1984 ¢ Schmit (1981, p. 61).
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In effetti, in Formale und transzendentale Logik, Husserl descri-
ve la logica trascendentale come dottrina a priori della scienza, cioé
come disamina dell’elemento proprio di tutte le scienze in quanto
tali. La logica analitica (o “formale™) costituisce il lato oggettivo
della logica (e della matematica), mentre la logica trascendentale
costituisce il lato “soggettivo”, ovvero quello in cui si fa “una teoria
della conoscenza” della logica stessa. Compito primario della logica
trascendentale ¢ mettere in luce i1 presupposti idealizzanti della lo-
gica analitica, cio¢ quegli assunti che essa fa inavvertitamente, ¢ va-
lutarne la fondatezza, cio¢ stabilire se c¢’¢ evidenza in loro favore.
L’indagine avviene secondo la tripartizione della logica in: analitica
pura (che riguarda la pura possibilita dei giudizi), logica della con-
seguenza (che riguarda la non-contraddittorieta dei giudizi) e logica
della verita (che riguarda, appunto, la verita dei giudizi). Ora, come
idealizzazione presente nella logica della verita, Husserl individua
quella inerente il principio del terzo escluso. Mentre, infatti, letto da
un punto di vista soggettivo, cio¢ in termini di evidenza per il sog-
getto, il principio di non-contraddizione richiede che vi sia evidenza
del fatto che se un giudizio “deve essere portato all’adeguazione”,
allora il giudizio opposto che contrasta col primo non puo essere por-
tato all’adeguazione, il principio del terzo escluso richiede che “ogni
giudizio in linea di principio possa essere portato all’adeguazione”. E
qui il punto cruciale:

Si intende qui ‘in linea di principio’ in una idealita per la quale cer-
tamente non ci si ¢ mai interrogati attorno ad alcuna evidenza che
la legittimasse. Sappiamo tutti assai bene quanto pochi giudizi cia-
scuno riesca de facto e anche col maggior impegno a rendere intui-
tivi; eppure si deve poter intuire a priori il fatto che non si puo dare
alcun giudizio non evidente che non sia ‘in sé¢’ passibile di essere
reso evidente, e ci0 nel senso di un’evidenza positiva oppure nega-
tiva (1929, pp. 239-240).

Ora, Lohmar fa notare come Husserl, posto questo problema, non
fornisca poi giustificazioni per tale evidenza. Non solo. Secondo
Lohmar, accettare il principio del terzo escluso avrebbe richiesto,
nell’ottica fenomenologia, 1’accettazione della giudicabilita di ogni
proposizione, cio¢ 1’affermazione del fatto di avere sempre eviden-
ze sufficienti per stabilire se una proposizione ¢ vera o falsa. Contro
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questa accettabilita Lohmar porta la “sospensione” del giudizio in-
torno a questioni etiche’. Lohmar sottolinea, comunque, che in
Husserl ¢ possibile trovare uno spazio per il principio del terzo e-
scluso come postulato volutamente introdotto all’interno di sistemi
formali: non legge del pensiero, ma un postulato possibile, come
tanti altri.

Occorrono, secondo me, alcune precisazioni.

In realta, se si scorrono le pagine di Formale und transzendenta-
le Logik, Husserl (al § 90) spiega come i principi di non contraddi-
zione ¢ del terzo escluso si intendano in riferimento solo a giudizi
contenutisticamente forniti di senso. Cio¢, giudizi del tipo “la som-
ma degli angoli di un triangolo ¢ uguale al colore rosso” non costi-
tuiscono il dominio di applicazione dei principi logici. Solo per i
giudizi dotati di senso, infatti,

grazie alla loro genesi, ¢ dato a priori il fatto che siano in rapporto
con un terreno unitario di esperienza. Appunto percio, per ogni
giudizio del genere, e in questo rapporto, vale il fatto che esso deve
essere portato all’adeguazione; che, nel realizzarla, o esplicita e co-
glie categorialmente cid che ¢ dato nell’esperienza concordante, o
conduce alla negazione dell’adeguazione. [...] Tuttavia, per
’ulteriore territorio dei giudizi, cui appartengono anche quelli che
contenutisticamente sono privi di senso, questa disgiunzione non
vale piu. Il ‘terzo’ non ¢ qui escluso e consiste in ci0, che giudizi
con predicati che non hanno alcuna relazione ‘sensata’ al soggetto,
si sollevano, per cosi dire, nella loro mancanza di senso, al di sopra
della verita e della falsita (1929, p. 274).

Husserl “recupera” la validita del TE, limitandola agli enunciati
forniti di senso, quindi Husserl accetta tale validita. E, si noti bene,
la spiegazione ¢ proprio in quell” “¢ dato a priori il fatto che siano
in rapporto con un terreno unitario di esperienza”. Invece, per
Brouwer, il principio del TE richiede — usando una terminologia
husserliana — che vi sia evidenza del fatto che il soggetto abbia por-
tato il giudizio all’adeguazione e che abbia dunque colto
I’esperienza come concordante oppure come discordante. Non ¢

7 Lohmar utilizza i problemi morali come esempio di fallimento del terzo escluso,
ma si potrebbero utilizzare questioni matematiche ancora aperte.
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sufficiente cio che Husserl considera sufficiente, ossia il rapporto a
priori dei giudizi con I’esperienza. Deve esserci anche 1’effettivo
controllo di quale sia il dato di fatto dell’esperienza.

Il motivo sta nella diversa concezione della logica e della mate-
matica che i due autori avevano. Brouwer definiva la logica come de-
scrizione delle regolarita (linguistiche) presenti nella matematica; da
questo derivava che, per poter accettare una legge logica, cio¢
I’affermazione di una “regolarita” presente nella matematica, occor-
reva verificare che cio che veniva espresso dalla legge davvero “ac-
cadesse” sempre in matematica. Questo, a sua volta, significava che
dovesse esserci sempre, in qualunque caso, un’evidenza mentale per
quanto espresso dalla legge. Nella fattispecie del terzo escluso, occor-
reva evidenza per |’affermazione che, per ogni proposizione, o si ha
evidenza sufficiente a dichiararla vera, o si ha evidenza che la sua ve-
rita porterebbe a contraddizione. Cio¢, anche nell’intuizionismo il TE
si traduce in una evidenza dell’*adeguazione positiva o negativa”, ma
il passaggio ¢ dalla logica alla matematica, perché questa ¢ il mondo
delle esperienze mentali.

Per Husserl invece, secondo quanto egli afferma in Formale und
transzendentale Logik, al culmine di un lungo e tortuoso percorso di
riflessioni e ripensamenti sul tema, la logica ¢ “teoria del /ogos nel-
la forma della scienza” (1929, p. 13), cioé¢ fissa le condizioni gene-
rali per una scienza possibile. Essa si presenta, dunque, in primo
luogo come analitica apofantica (predicativa), cio¢ morfologia dei
giudizi e logica delle conseguenze, e, in quanto tale, ha per tema le
oggettualita categoriali in generale: “Cio che ¢ giudicato in un giu-
dizio ¢ I’oggettualita categoriale intenzionata nel giudicare” (1929,
p. 164) cioé & formale. E solo in un giudicare di secondo grado che
diventa oggetto la proposizione nel senso della logica — la proposi-
zione come senso, I’oggettualita categoriale intenzionata come tale.
La matematica, d’altro canto, quella che non ¢ direttamente apofan-
tica, cio¢ che tratta forme proposizionali computando con esse co-
me coi numeri, la matematica della teoria degli insiemi e dei numeri
cardinali, ha per oggetto il “qualcosa in generale”, ovvero 1’oggetto
in generale e, per questo, viene detta ontologia formale (“formale”
perché lascia fuori gioco ogni determinazione concreta di oggetti).
Quindi, apofantica formale e ontologia formale vengono a identifi-
carsi nel loro riferirsi ad oggettualitd generali, realizzando quella
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mathesis universale preconizzata da Leibniz. Di essa si nota imme-
diatamente che non si pone la questione della “verita”. Per questa,
occorre interrogarsi sull’evidenza, cio¢ passare ad un livello di ri-
flessione soggettivo-intersoggettivo-trascendentale: quello della logi-
ca trascendentale, che si interroga sull’evidenza dei principi logici.

Si tratta di una concezione essenzialmente differente da quella in-
tuizionista. La matematica ¢ sottolineata piu volte come disciplina
formale e che non s’interroga sul vero, limitandosi alla consequenzia-
lita, alla non-contraddittorieta. La matematica rimane fuori dall’area
dell’evidenza, che & proprio 1’area della verita. La logica apofantica,
oggettiva, viene a coincidere con la matematica (senza che nessuna
delle due inglobi I’altra), ma la logica trascendentale si colloca ad un
livello superiore ad esse. Indipendentemente, quindi, dal problema
del carattere rivoluzionario o conservatore della fenomenologia hus-
serliana, resta il fatto che il rapporto logica/matematica ¢ essenzial-
mente diverso da quello intuizionista.
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8. Arend Heyting e la fenomenologia

Heyting, per il suo definire — in una certa fase della sua produzione
scientifica — le costanti logiche con terminologia fenomenologica, ¢
stato indicato come una sorta di antesignano della tendenza a soste-
nere 1’intuizionismo per mezzo della fenomenologia (v. Tieszen
1984, p. 404 ¢ Gethmann 2002b).

Invece, un dubbio a proposito dell’avvicinabilita di Heyting alla
fenomenologia si pone leggendo quanto Tomasz Placek ha scritto nel
volume del 1999 Mathematical intuitionism and intersubjectivity.
Secondo lui, il pensiero di Heyting sarebbe intrinsecamente inficiato
di psicologismo, a differenza di quello di Brouwer che sarebbe a-
gilmente esprimibile in termini di ego trascendentale. In particolare,
lo psicologismo ineludibile di Heyting sarebbe testimoniato dal fat-
to che egli si riferisce ad una “facolta di isolare” per costruire i nu-
meri naturali e parla di auto-evidenza come criterio di verita per gli
enunciati. Se Heyting ¢ “affetto” da psicologismo, come puo il suo
pensiero conciliarsi con la fenomenologia, che vuole essere anti-
psicologistica?

Chi ha ragione? Il pensiero di Heyting era davvero vicino alla
fenomenologia?

Per poter rispondere, non abbiamo “testimonianze storiche”,
cio¢ non abbiamo nessun riferimento esplicito da parte di Heyting a
scritti di Husserl (tranne che per la definizione di negazione, su cui
torneremo nel seguito, e per la semplice annotazione, senza ulteriori
commenti, di due titoli di opere di Husserl — Ideen e Die Krisis —
nei suoi manoscritti non pubblicati). Possiamo, pero, confrontare le
idee dei due autori, tenendo come riferimento per Heyting, che non
era filosofo di professione, i suoi scritti non pubblicati (conservati
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nell’Archivio Reale dell’Olanda del Nord, a Haarlem) che conten-
gono indicazioni su alcune tematiche generali di carattere filosofico
e che ho presentato nel 1995 nel mio articolo Like a bee on a
window-pane ¢ nel cap. 2 di questo volume.

8.1 Contro il solipsismo

Simile nei due autori ¢, certamente, la presa di distanza dal solipsi-
smo. Husserl si pone il problema se la fenomenologia non sia “da
stigmatizzare come solipsismo trascendentale” (1950, p. 113) e,
come abbiamo visto nel cap. 5, risolve il problema di incontrare
I’altro in modo immanente. Heyting, che sentiva in modo particola-
re il problema, in quanto allievo di Brouwer — uomo caratterialmen-
te e teoreticamente chiuso nel bozzolo del “Sé” — addirittura dedica
tutta la sua ricerca, negli scritti non pubblicati, all’analisi del solip-
sismo, con I’intento di superarlo. Egli ¢ convinto che “il solipsismo
da i prolegomeni a ogni filosofia”(F8.7) e, per questo, dice di riabi-
litare il solipsismo (del quale molti sembrano avere paura), dando
I’indicazione che la filosofia deve cominciare coi dati della co-
scienza, con I’introspezione: “Secondo la mia opinione, ogni filoso-
fia deve partire da un punto di vista solipsistico nel senso che solo il
mio proprio contenuto di coscienza mi ¢ dato direttamente”. Pero,
aggiunge, “nessuna filosofia deve fermarsi a questo punto” (F7.7).
In particolare, cio non significa né credere nel solipsismo, né farne
una teoria. Perché il solipsismo, come credo o come teoria, sarebbe
qualcosa, comunque, di incomunicabile, a pena di contraddittorieta.
A questo proposito cita Wittgenstein: “Infatti, quando il solipsista
afferma che egli solo esiste, ¢ niente altro, allora ¢ effettivamente
possibile portare all’assurdo questa teoria” (F8.16). Proprio perché
¢ convinto che il contatto con gli altri esseri umani sia un dato in-
contestabile, descrive il solipsista

come un’ape che ¢ chiusa in una stanza e non riesce piu a trovare la
via verso 1’esterno. Vede il mondo esterno, ma quando pensa di
raggiungerlo, vola contro la finestra che la separa da esso. (Infatti,
il pensiero che anche essa ¢ vera ¢ proprio pensiero) (F5, p. 1).
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Contro il solipsismo, Heyting utilizza pure un confronto con
I’autismo, per dire che chi ¢ isolato dagli altri, ¢ isolato anche da se
stesso (F8.3).

Comune a Heyting e Husserl ¢, inoltre, il ritrovare gli altri nella
nostra immanenza, o, meglio, immanenti a noi. Tuttavia, nel trovare
I’altro in modo immanente, osservando il dato di coscienza, Heyting
passa per prima cosa attraverso il contatto spirituale, cio¢ il sentirsi
modificato — in positivo, dunque arricchito — dagli altri. Sulla base
di cio, ipotizza ’esistenza degli altri, cui, poi, per analogia con se
stesso, attribuisce un corpo. Il corpo, dunque, rimane in secondo
piano.

Per Husserl, invece, trovare gli altri in sé avviene mediante
I’identificazione del corpo-altro rispetto al proprio ma “appaiato” al
proprio (empatia), che, presenta, cio¢, analogie col proprio e, quin-
di, si configura come corpo-spirito. Husserl valorizza il corpo come
Leib, cio¢ non come mero corpo fisico ma come corpo organico,
che puo essere dominato dalla propria volonta: “Questo corpo ¢ la
sola e unica cosa in cui io direttamente governo e impero, domi-
nando singolarmente in ciascuno dei suoi organi” (¢ la “messa in
luce del mio corpo appartentivamente ridotto”) (1950, pp. 119-120)
e in virtu “dell’esperienza costante di questi riferimenti singolari
egologici con il corpo organico” si costituisce il mio io come unita
psicofisica. 11 corpo ¢ essenziale all’ego trascendentale, ¢ intima-
mente connesso, e lo immerge in uno spazio-tempo. Il tempo viene,
cosi a far parte dell’ego trascendentale e Husserl si propone una fe-
nomenologia del tempo che, in quanto tale, non considera né il
tempo obiettivo, misurabile, né le prospettive psicologiche sul tem-
po, ma solo la sua essenza, cercando di capire con quali modalita si
manifesti alla coscienza. Ne emerge che nell’unico flusso di co-
scienza, nell’attualita istantanea del flusso di coscienza, sono pre-
senti due intenzionalita, inscindibilmente unite: in virtu dell’una si
costituisce il tempo immanente, oggettivo, in cui ¢’¢ durata e mu-
tamento di ci0 che dura; nell’altra si ha “I’inserzione quasi-
temporale delle fasi del flusso, che ha sempre e necessariamente il
fluente punto-“ora”, la fase dell’attualita e la serie di fasi pre-attuali
e post-attuali” (1928, p. 109).

Per Heyting, invece, il tempo interviene solo dopo I’indivi-
duazione, come collegamento tra oggetti. Il dato della coscienza ¢
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una massa informe (e di una bellezza stupefacente) sulla quale vie-
ne operata 1’identificazione. Solo dopo la costituzione degli oggetti,
subentrano la spazializzazione e la temporalizzazione, come legami
tra oggetti. Il tempo per Heyting non ha quell’importanza che, inve-
ce, ha in Husserl: infatti, pur provenendo dalla tradizione intuizioni-
sta di marca kantiana, ripresa da Brouwer, Heyting anche come
“principio dell’aritmetica” non pone I’intuizione del tempo, bensi la
facolta umana di individuare, perché il tempo gli appare legato agli
aspetti psicologici dell’individuo.

Inoltre, egli sottolinea molto il contesto sociale. Anche se sia lui
che Husserl valorizzano I’importanza del “contesto culturale”,
Heyting non rimarca 1’'importanza della propria cultura, ma quella
del proprio gruppo: “L’individuo non puod essere separato dalla
cultura in cui vive” (F8.3). Inoltre, nel descrivere il passaggio dal
solipsismo al ritrovamento delle altre persone e del mondo esterno,
dove alle altre persone vengono attribuiti “sentimenti e pensieri
analoghi ai nostri”, precisa:

Questo vale solo per gli uomini del mio gruppo. Fino a non molto
tempo fa, gli operai venivano considerati dai ricchi come esseri
completamente diversi e ancora adesso molti rifiutano di attribuire
pensieri e sentimenti alle persone di colore. I mass-media rendono
questi gruppi sempre pit ampi (F8.10).

L’intersoggettivita in Heyting ha anche un ruolo in piu rispetto a
quello in Husserl: per Heyting alcune credenze, quali quelle della
permanenza degli oggetti in nostra assenza, vengono rafforzate dal-
la comunita sociale in cui viviamo:

\

Perché sono convinto che il Giappone esiste? Perché¢ mi ¢ stato
insegnato a scuola e perché mi rappresento che alcuni uomini
percepiscono le cose come io percepisco le mie sensazioni. Qui
I’intersoggettivita va a giocare un grosso ruolo (F7.12).

8.2 1l cogito e la filosofia

Comune ¢ pure 1’apprezzamento del cogito cartesiano, anche se
Heyting lo precisa trasformandolo in “cogitatur” (per accentuarne il
carattere intersoggettivo ed oggettivo), ma con la precisazione che
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“per ‘pensiero’ si intende I’intera vita dell’anima” (F1.3) e la sotto-
lineatura che “per seguire queste descrizioni, ci si deve liberare del-
le abitudini di pensiero quotidiane” (F1.4).

In Husserl appare, pero, anche una critica ai limiti del cogito car-
tesiano, che gli sembra ancora un pezzo del mondo quotidiano, un
residuo di un’epoché non condotta fino in fondo, che viene mante-
nuto per poi semplicemente riottenere il mondo da cui si € partiti

Seguendo interamente Descartes, compiamo qui la grande svolta
che, rettamente eseguita, ci porta alla soggettivita trascendentale: la
svolta all’ego cogito come suolo ultimo di giudizio apoditticamente
certo sul quale deve fondarsi ogni filosofia radicale (1950, pp. 6-7).

E in questo Husserl vede insito un pericolo: nel nostro io salvare
una particella del mondo e, con ragionamenti sillogistici applicati a
principi innati nell’ego, dimostrare ulteriormente il resto del mon-
do. Inoltre, in Descartes vede il limite di non aver scoperto il campo
infinito dell’autocoscienza trascendentale dell’ego, di non essere
passato all’*“ego cogito cogitationes”, cio¢ di non aver tenuto conto
anche del “cogitatum”, che ¢ il correlato intenzionale del cogito.
L’approccio a Descartes ¢ comprensibile sulla base dell’atteg-
giamento diverso che Heyting e Husserl hanno in generale nei con-
fronti della filosofia. Husserl vuole fare una filosofia come “scienza
rigorosa”, aspirazione imperitura dell’umanita alla conoscenza pura
ed assoluta. Heyting si occupa di filosofia solo collateralmente alla
sua attivita di ricerca come logico matematico, in scritti non pubbli-
cati, per cui solo aspira a una filosofia “non dogmatica”, mentre
nella sua attivita di matematico mira a trovare una base di partenza
“la piu semplice possibile”, che non richieda ipotesi metafisiche,
cio¢ che non postuli I’esistenza di oggetti matematici indipenden-
temente da una mente umana che li costruisca. Heyting “non vuole
scrivere una filosofia né un’etica” (F1.4). Nei suoi scritti non pub-
blicati, pur ricchi di riflessioni sui contenuti di coscienza come pun-
to d’inizio per la filosofia, il fine ultimo ¢ il superamento del solip-
sismo Brouweriano. Infatti afferma “in cio che segue, saranno di-
scusse alcune questioni filosofiche concrete senza bisogno di avere
una definizione generale di filosofia” (F8.7). Potremmo dire che
Heyting fa una “filosofia locale” incentrata su singoli temi: il solip-
sismo da un lato e la pratica matematica dall’altro, dove il suo far
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filosofia ¢ una ricerca all’interno dell’'uomo di funzioni semplici,
condivisibili, inoppugnabili che spieghino certi convincimenti e
certe pratiche. E introspezione ed autocoscienza. Nel 1953 spiegod
che la forma ideale della filosofia della matematica (secondo lui in-
carnata da Platone e da Leibniz) consiste nell’analisi dei metodi e
delle nozioni fondamentali, e nel confronto fra questi e quelli delle
altre scienze, nonché nella fissazione dei limiti della loro applicabi-
lita. Come esempio di questa analisi filosofica, egli presento il se-
guente:

Un mathématicien formaliste écrit des formules suivant des regles clai-
rement formulé, mais le philosophe portera son attention également sur
les jugements de valeur que le formaliste fait sur son systéme, et sur
I’interprétation tacite qui le guide dans la construction du systéme.
De méme, quand I’intuitionniste pretend s’interesser exclusivement
aux constructions mentales, le philosophe observera qu’il fait tout de
meme des calculs formels et se demandera quel est le role du calcul
dans la conception intuitionniste (1953b, pp. 197-198).

Cosa che ribadi, in modo succinto, nel 1958 affermando che il mi-
glior modo in cui la filosofia puo essere di aiuto all’intuizionismo ¢
di studiare la matematica intuizionista e i presupposti filosofici che
sono da essa implicati. E basta. Il resto, ogni domanda “ulteriore”
viene da lui etichettata come “metafisica” e messa da parte. Un po’
perché ¢ fonte di discrasie, di disaccordi, un po’ perché a lui, carat-
terialmente, ripugna. Ricordiamo che c’¢, nei suoi scritti non pub-
blicati, traccia di un velato disprezzo per la filosofia:

Due filosofi non sono d’accordo. Come puo accadere cio? Entram-
bi sono intelligenti e hanno riflettuto profondamente sulle questioni
specifiche. Deve essere che usano le parole con significati diversi, e
poiché il significato di una parola puo essere determinato solo
dall’uso che se ne fa, la differenza tra i significati deve essere de-
terminata dal lavoro individuale. Questo ¢ un compito importante
per la filosofia secondaria. Cosi, invece di due filosofi, si potrebbe
studiarne uno solo! (F8.19)

Aggiunge anche: “La filosofia consiste in una riflessione sistemati-
ca, specifica e in un’iterazione della riflessione. Dopo la prima ite-
razione non viene alla luce nulla piu di nuovo” (F8.25). Nel suo
saggio del 1974 “Intuitionistic views on the nature of mathematics”
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parla di una “filosofia scientifica”, senza ulteriormente definirla,
come appartenente alla matematica applicata, per poi precisare che
molti lavori filosofici importanti non sono scientifici, ma sono “o-
pere d’arte; essi appartengono alla poesia piuttosto che alla scienza”
(p. 15). Quando, nel presentare 1’intuizionismo, sottolinea che non
ha bisogno di filosofie, che esso non ¢ una filosofia sullo stesso
piano di realismo o idealismo, ma “¢ piu semplice”, non lo fa solo
per pubblicizzare I’intuizionismo, ma proprio perché ritiene di poter
fare a meno della “metafisica” per fare matematica intuizionista.

La sua “filosofia locale” aveva, dunque, dei fini meno ambiziosi
di quelli che Husserl si proponeva.

8.3 L’evidenza

Col cogito torniamo al punto di partenza della filosofia e della ma-
tematica in Heyting per affrontare direttamente le questioni toccate
da Placek, cio¢ il ruolo di intuizione ed evidenza in Heyting rispetto
a (Brouwer ¢) Husserl.

Brouwer ha usato di rado il termine “evidenza”, preferendo
sempre parlare di “intuizione”, riferendosi all’astrazione dello
schema temporale. A partire da questa, la matematica doveva de-
durre teoremi “esclusivamente per mezzo della costruzione intro-
spettiva” (1975, p. 488). La verita era da lui descritta come un fe-
nomeno emotivo, “un sentimento di completa soddisfazione” (1975,
p. 452) che accompagnava tali costruzioni.

Heyting evito il piu possibile di usare I’espressione “intuizione”,
mentre, parallelamente, non fondava la duo-unita sullo schema del
tempo, ma sull’atto di individuazione, come testimonianza, appunto
della capacitd umana in tal senso. Heyting non ha espresso
chiaramente perché ha voluto evitare riferimenti al tempo, ma, sulla
base di quanto da lui dichiarato negli scritti non pubblicati, in cui
definiva lo psicologismo inutilizzabile a scopo fondazionale,
possiamo ipotizzare che I’intuizione temporale gli apparisse
qualcosa che rischiava di essere etichettata come psicologistica e
che, proprio per questo, egli ne fece a meno. Introdusse, poi, il
concetto di evidenza, come auto-evidenza: parld di auto-evidenza
delle proposizioni matematiche come unico criterio per la loro

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



156 Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

verita, ma specificando subito dopo che un teorema matematico
“esprime il successo di una certa costruzione matematica” (1958c p.
107)”, cioé la verita del teorema consiste nella riuscita effettuazione
di tale costruzione. Quindi, il suo concetto di auto-evidenza ¢
comunque quello Brouweriano di “costruzione mentale”. Percio non
si pud imputare a Heyting uno psicologismo che non sia anche
Brouweriano. Pure il termine astrazione, che egli usa nei suoi testi, e
che Placek stigmatizza come psicologistico, doveva semplicemente
apparirgli non psicologistico, poiché lo usa proprio negli scritti non
pubblicati in cui dichiarava di non servirsi della psicologia. E lo usa
senza specificarlo in modo preciso: parla di “astrazione” come
’ultimo stadio della conoscenza che parte dalla propria coscienza.

Per quanto riguarda il rapporto con Husserl, innanzitutto occorre
ricordare, dal punto di vista terminologico, che intuizione per Husserl
non coincide con evidenza, ma I’evidenza viene dal riempimento di
un’intenzione tramite un’intuizione (sensibile o categoriale che sia).
Abbiamo ricordato nel capitolo precedente, che 1’evidenza ¢ per
Husserl qualcosa di rivedibile, sulla base di altra evidenza. Heyting
(1958c, p. 103) scrive:

It can be asked whether in intuitionistic mathematics absolute rig-
our and absolute certainty are realized. The obvious answer seems
to be that absolute certainty for human thought is impossible and
even makes no sense The only justification for intuitionistic
mathematics lies in the immediate convition of the self evidence of
such propositions as this, that, if a set contains 5 different elements,
it also contains 4 different elements. In this connection Heyting has
distinguished degrees of self evidence.

Cio¢, Heyting sembra contrario ad un’assolutezza dell’evidenza,
distingue fra differenti livelli di “chiarezza” di nozioni, ma non
sembra prevedere la rivedibilita dell’evidenza: i gradi che distingue
sono quelli e basta.

Inoltre, Husserl approfondisce lo status dell’astrazione e
dell’evidenza in un modo che Heyting neppure si prefiggeva di fare,
in quanto Heyting era principalmente concentrato sulla produzione
di tipo matematico e il quadro filosofico che andava lentamente
tracciando nei suoi appunti si limitava ad alcune pennellate genera-
li, piu che a un’elaborazione dei dettagli. L’idea che evidenza fosse
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riempimento di un’intenzione ¢ stata utilizzata da Heyting per un
certo periodo nella rilettura intuizionista delle formule logiche, ma
poi ¢ stata accantonata, nel timore che 1’intuizionismo potesse esse-
re legato ad una filosofia specifica, con le connesse connotazioni
eventuali. Ricordiamo, infatti, che Heyting, al suo esordio nella
formalizzazione del calcolo intuizionista, nel 1930 aveva definito
una proposizione in generale “un problema o, meglio, una certa at-
tesa” e I’anno successivo, dietro stimolo di Oskar Becker, defini
questa attesa come “intenzione”: in particolare, la negazione si con-
figurava come un’intenzione delusa. Dal 1934 in poi, pero, abbiamo
visto nel cap. 2 come Heyting sia ritornato a parlare di proposizioni
come problemi — da risolvere mediante costruzioni mentali —, moti-
vando, sembra, il cambiamento con la sua esigenza di utilizzare una
terminologia che evitasse al massimo connotazioni filosofico-
ideologiche. Quindi, la fase in cui Heyting ha fatto riferimento alla
terminologia fenomenologica ¢ stata iniziale e molto limitata nel
tempo.

Inoltre, va anche notato che la scala ascendente delle astrazioni
in matematica (1962b, p. 195):

1) The notion of the order type w, as it occours in the definition of
constructible ordinals.

2) The notion of negation, which involves a hypotetical construction
which is shown afterwards to be impossible.

3) The theory of quantification. The interpretation of the quantifiers
themselves is not problematical, but the use of quantified expres-
sions in logical formulas is.

4) The introduction of infinitely proceeding sequences.
5) The notion of a species.

e in generale nella nostra conoscenza (F11.5):

1. esperienza diretta (le persone sono incluse);

2. rappresentazione nel mio intorno in cui posso muovermi,
3. ricordi dei dintorni in cui mi sono trovato prima;
4

comunicazioni degli altri;

Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer
©2008 Polimetrica International Scientific Publisher Monza/Italy



158 Miriam Franchella — Con gli occhi negli occhi di Brouwer

*Auadoud s Joyine a3 a2e 3Jom ay) JO SIS0 3y} Uo SIyBI feuonIppY “Uoiealignd Jo sueal Bylo Aue Ag pue Jewio) 91UoJde R pue

Jaded Ul JoM 8y} JO SIUBILOD 8} [|BS pue ysiiand 01 1yBL BAISN[0X8 8Y) Sey Jeus!|and BoLIIBWIOd “11J0.d 10} 10 sasodind [210/BWWOD 10} }I0M 81 JO SIUSILIOO 8} JO 85N MO 10U
eOUPWIO,, " 8SUS0 1T BOLIBWI|OG ,, JO SWS 8y} 01 BuIp.oade paysiignd S1 UOINGLIUCO ABAT 'SS800. 8314 U1 9[Ce|leAR SPEWU S| PUe PIOS 10U S1 3000 SIU} JO UONIPS 21U 8y L

S90p 1 “peuUONLBL pUe pesiuboosl skempe afe Jeusiignd sy pue 3I0M U JO SIoUINe au L PepIAcId ‘YI0M 8y} JO SILeICO 8y aINgUISIp 0} Alljigssod ay) auoALR SSAIB g 8susdi

relazioni spaziali tra gli intorni rappresentati;
6. sistematizzazione delle relazioni con ’aiuto di carte e globi;

inserimento di tutte le strutture in una generalizzazione spazia-
le all’infinito;

astronomia;
9. piccoli oggetti microscopici.
10. fisica teorica. Particelle che “esistono” una frazione di secondo

si accompagna ad una diminuzione di evidenza, venendo a delinea-
re una gradazione dell’astrazione che va in senso opposto a quella
dell’evidenza: in Husserl tutto cid non trova spazio, perché
’astrazione si appoggia sull’evidenza, cio¢ sul riempimento dato da
un’intuizione, che in questo caso ¢ categoriale. Ci possono essere in
Husserl dei gradi di complessita nell’intuizione, nel senso che que-
sta puo essere fondata con una quantita minore o maggiore di rela-
zioni su intuizioni semplici. Ci sono in Husserl “gradi” di evidenza
nel senso di un’intenzione che puo essere riempita di pit o di meno
da un’intuizione (si ricordi che il riempimento completo ¢ un asin-
toto), ma essi sono stadi che si attraversano in ogni “messa a fuoco”
degli oggetti. Invece, in Heyting innanzitutto non ¢ neppure chiaro
— in particolare per quanto riguarda i gradi di evidenza della mate-
matica — se questi gradi siano condivisi da tutti oppure no, mentre
I’evidenza husserliana ¢ qualcosa di condiviso, perché ¢ riferita
all’ego trascendentale. Inoltre, se anche si ipotizzasse una oggettivi-
ta-intersoggettivita della scala delle evidenze di Heyting, questa sa-
rebbe comunque qualcosa di fisso, di connesso intrinsecamente con i
vari oggetti in questione. I gradi non sarebbero tappe verso una even-
tuale migliore evidenza dell’oggetto, ma sarebbero legati in modo in-
trinseco ad essi. Ora, in Husserl non sembra esserci quest’idea. Alcu-
ni autori hanno ritenuto ipotizzabile fenomenologicamente, come
ampliamento delle riflessioni di Husserl, un’intrinseca differenza in
evidenza dai vari oggetti matematici: per esempio, van Atten (2004,
p. 84) ha prospettato la possibilita di considerare accettabili sia gli
enti matematici classici che quelli intuizionisti, semplicemente ve-
dendo i primi come dotati di una minore evidenza, mentre R. Tieszen
ha dichiarato che
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The degree of evidence we have for the existence of large numbers
must obviously differ from that which we have in the case of quite
small rational numbers. We can actually complete constructions for
small numbers but not for large numbers (1989, p. 136).

E una questione ancora in discussione, sulle cui conseguenze occor-
re riflettere.

C’¢, infine, un ultimo aspetto da tenere presente. Mentre feno-
menologicamente i gradi d’evidenza, perlomeno in riferimento a
ciascun singolo oggetto, come tappe successive della sua determi-
nazione, sono previsti ed accettati, per Heyting ’esistenza dei gradi
di evidenza ¢ stata vissuta come testimonianza del fatto che “si ¢ ri-
velato essere non intuitivamente chiaro cio che ¢ intuitivamente chia-
ro in matematica” (1962b, p. 195) ed egli ne ha tratto come conse-
guenza |’impossibilita di sostenere 1’intuizionismo come scuola fon-
dazionale. Quindi ¢ palese che tale fatto costituiva per lui qualcosa di
inaccettabile in relazione ad un criterio di verita.
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9. Riflessioni finali

Finora ci siamo preoccupati di confrontare una serie di proposte o-
riginali di filosofia della matematica con I’intuizionismo. Abbiamo
visto cosa I’intuizionismo ha da dire a loro e le mancanze che in es-
se si possono riscontrare. Abbiamo visto che ci sono stati due gran-
di orientamenti nei maestri fondatori dell’intuizionismo, Brouwer e
Heyting, e che le nuove proposte di filosofia della matematica de-
vono differenziare le risposte nel confronto con queste due forme.

Ora vorrei presentare le richieste che ’intuizionismo avrebbe da
fare a queste filosofie, sulla base delle esigenze dell’intuizionismo e
delle possibilita di soluzioni ad esse che si intravedono con
I’eventuale ausilio di queste filosofie, opportunamente finalizzate e
stimolate in specifici progetti di ricerca.

In primo luogo cerchiamo di comprendere di che cosa 1’intui-
zionismo puo avere bisogno, che cosa puo chiedere a quelle filoso-
fie che abbiamo visto. La prima ipotesi che viene alla mente ¢ che
I’intuizionismo necessiti addirittura di una filosofia, perché ¢ chiaro
che il misticismo solipsista brouweriano non puo certo essere una
Weltanschauung ampiamente condivisa. Va ricordato, pero, che e-
siste storicamente perlomeno un’altra alternativa alla posizione
Brouweriana: I’idealismo di Griss, con la sua carica di apertura
all’umanita, che, nel dato originario della coscienza, in cui I’lo si
scinde dal Non-io ma ne rimane per sempre collegato, radica sia la
responsabilita di ognuno verso gli altri uomini sia una matematica
intuizionista. Inoltre, non € necessaria un’intera filosofia per trovare
una motivazione alla scelta dell’intuizionismo come matematica da
praticare. La via di Heyting ¢, in effetti, validissima: proviamo
semplicemente a vedere quanta matematica si riesce a ottenere atte-
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nendosi ai limiti umani (“Intuitionist mathematics is nothing more
nor less than an investigation of the utmost limits which the intel-
lect can attain in its self-unfolding” — 1968a, p. 314). Certo, che poi
uno studioso decida di applicarsi a questa direzione di ricerca piut-
tosto che a un’altra, dipendera, in ultima analisi, dai suoi talenti e
dalla sua Weltanschauung — ¢ io, personalmente, preferisco essere
consapevole di cio, preferisco quando essa viene esplicitata — , pero
non ce n’¢ una specifica che sia intrinsecamente legata alla pratica
intuizionista.

Invece, ¢ necessaria all’intuizionismo una robusta epistemolo-
gia. Direi che questa ¢ una delle osservazioni piu interessanti che
provengono dalle riflessioni fenomenologiche sull’intuizionismo!:
la difficolta a spiegare I’unicita della matematica, il fraintendimento
psicologistico sempre in agguato, la presenza di gradi di evidenza
nelle nozioni matematiche (ad esempio tra i numeri naturali piccoli,
quelli grandi, le successioni di libera scelta, ecc.) sono segni di
un’inadeguatezza epistemologica. E, in effetti, se si vanno ad ana-
lizzare le riflessioni di Brouwer sulla conoscenza in generale, si no-
ta che esse si collocano nell’ambito della sua descrizione delle fasi
che la coscienza attraversa per passare dalla sua intimita al mondo
esteriore: quindi, queste riflessioni (Brouwer 1948b) sono solo di-
pinte, come in un quadro, e sono condizionate dal suo misticismo.
Egli, infatti, parte dalla coscienza che oscilla fra quiete e sensazio-
ne: lo stato di sensazione permette il movimento del tempo con cui
la coscienza conserva una precedente sensazione come “passata” e,
attraverso la distinzione presente-passato, diviene “mente”. In quan-
to mente, svolge la funzione di soggetto che sperimenta il passato e
il presente come oggetti e prende le distanze da loro. La mente spe-
rimenta anche 1’““attenzione causale”, che identifica complessi itera-
tivi di sensazioni. Tramite questa, I’'uomo puo porsi dei fini e pro-
vocare le cause opportune per ottenerli. L’attenzione causale porta a
identificare anche gli altri individui come cause di complessi itera-
tivi: gli altri, dunque, sono per noi complessi di sensazioni che pos-
sono essere all’origine di una sequenza causale, quando questa ¢ ri-
feribile all’azione di un soggetto. Non possiamo percepire gli altri

L gj veda, ad es., van Atten 2007.
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\ .

come “menti”, perché “mente” & percezione di sensazioni, non ¢ es-
sa stessa una sensazione. Per percepire gli altri come menti, do-
vremmo ipotizzare una “mente di secondo ordine” ad hoc, che, pe-
ro, non ¢ sostenuta da nessun dato introspettivo. Il pensiero scienti-
fico, inteso come catalogazione di gruppi estesi di successioni cau-
sali, e che fa uso della matematica proiettando successioni causali
su sottosistemi di sistemi di matematica pura (quali, ad esempio, la
geometria euclidea) ha luogo in una fase ulteriore, e prevede la co-
operazione fra persone. Fase “naive” (del movimento del tempo),
fase dell’isolamento causale e fase sociale sono i tre stadi della co-
scienza verso l’esterno, e costituiscono il piccolo ritratto di episte-
mologia fornito da Brouwer.

Heyting, dal canto suo, addita come punto di partenza, per la co-
noscenza in generale e per la matematica in particolare, la capacita
di distinguere che 1’'uvomo ha. Poi parla di astrazione, specificando
che non la intende in senso psicologistico, e semplicemente elen-
cando vari stadi: esperienza diretta (le persone sono incluse), rap-
presentazione nel mio intorno in cui posso muovermi; ricordi dei
dintorni in cui mi sono trovato prima; comunicazioni degli altri; re-
lazioni spaziali tra gli intorni rappresentati; sistematizzazione delle
relazioni con 1’aiuto di carte e globi; inserimento di tutte le strutture
in una generalizzazione spaziale all’infinito; astronomia; piccoli
oggetti microscopici; particelle che “esistono” una frazione di se-
condo. E precisa che, lungo questa scala, I’evidenza ¢ sempre calan-
te, senza specificare quanta affidabilita ci sia nei vari passaggi di
astrazione (Manoscritti filosofici non pubblicati F11.5).

Quindi, I’intuizionismo necessita di un approfondimento episte-
mologico. Si puo scegliere come base di partenza la “via neutra” di
Heyting: proviamo semplicemente a vedere quanta matematica si
riesce a ottenere attenendosi ai limiti umani, procedendo per costru-
zioni mentali. E poi si pud cercare una precisazione di tutto questo
proprio in quelle filosofie della matematica contemporanee che ab-
biamo visto in questo libro. Anche la nozione di costruzione menta-
le richiede un approfondimento epistemologico. Lungo tutto il cor-
so di questo volume abbiamo sottolineato come “evidenza” signifi-
chi “costruzione mentale”. Si tratta, pero, di un’indicazione che ne-
cessita di specificazioni. Di fronte alla possibilita di utilizzare la te-
oria della ricorsivita per esplicitare questa nozione, Heyting si era
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espresso negativamente, affermando che la tesi di Church, che ap-
punto considera equivalenti 1’essere ricorsivo e 1’essere calcolabile,
contiene una circolarita:

If we define the notion of a calculable function as meaning a recur-
sive function, then the definition of the latter notion requires for its
interpretation the notion of calculability. Therefore, it is circular to
define recursiveness by calculability (Heyting 1962b, p. 197).

La nozione di costruzione rimane, cosi, anch’essa qualcosa di aper-
to a ulteriori precisazioni.

L’intuizionismo puo, allora, bussare alle porte del cognitivismo
per cercare ausili, per meglio spiegare come esattamente si svolge
la sua attivitda matematica. Non sembra che da ricerche di tipo neu-
rofisiologico, sull’attivazione delle connessioni sinaptiche durante i
processi conoscitivi, possa arrivare in tempi brevi un contributo
all’intuizionismo. E vero che si potrebbe seguire lo spunto della
prima Maddy e prendere da Hebb la spiegazione della nostra “capa-
cita di individuare” — anche di individuare insiemi — in termini di
assembramenti cellulari e poi si potrebbe anche cercare una defini-
zione di evidenza in questi termini. Qualcosa ¢ “evidente” se costi-
tuisce un assembramento cellulare di un certo grado. La costruzione
mentale sarebbe 1’assembramento cellulare. E la teorizzazione di
Hebb ¢ comunque in accordo con quella di Brouwer (e di Heyting)
nel sottolineare piu volte che buona parte del pensiero non necessita
del linguaggio, ¢ non-verbale. Inoltre, anche la ricerca di dimostra-
zioni all’interno della mente, il cosiddetto “periodo preparatorio”
che costituisce quella fase inconscia spesso descritta da autori come
Poincar¢ (1908a, pp. 39-44), Hadamard (1952, pp. 39-53), e, piu
recentemente, da Alain Connes (Changeaux — Connes 1989, pp. 77-
79), e che ¢ tipica degli autori che rivendicano per la creativita ma-
tematica un’origine che vada oltre un procedimento logico-
meccanico, potrebbe essere inteso come il tentativo di comporre un
assembramento cellulare. Leggiamo, infatti, in Poincaré:

Da quindici giorni mi stavo sforzando di dimostrare che non poteva
esistere nessuna funzione analoga a quelle che ho chiamato da allora
le funzioni di Fuchs; ero, al tempo, molto ignorante; tutti i giorni mi
sedevo al mio tavolo da lavoro, ci passavo un’ora o due, provavo un
gran numero di combinazioni e non arrivavo a nessun risultato. Una
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sera, contrariamente alle mie abitudini, bevvi del caffé e non riuscii
piu ad addormentarmi: le idee mi si accavallavano nella mente, le
sentivo come urtarsi, fino a che due di loro, per cosi dire, si aggancia-
rono, per formare una combinazione stabile (1908a, p. 39).

E troviamo poi in Hebb: “Sono tutti gruppi di assembramenti cellu-
lari che scaricano e si ricaricano, scaricano € Si ricaricano, € cosi
via, sinché non si presenta la combinazione cruciale” (Hebb 1980,
p- 199).

Sorge, perd, il problema di stabilire come mai esattamente
quell’assembramento specifico (di ordine superiore al primo, quindi
non direttamente prodotto dalla stimolazione sensoriale) abbia la
meglio sugli altri. Se lo chiede anche Hebb:

Possiamo vedere perché € sbagliato chiedersi ‘Come fa, chi pensa, a
riconoscere una buona idea quando si presenta?’; mentre la domanda
giusta ¢ ‘Qual ¢ la proprieta specifica di una combinazione particola-
re di idee parziali che fa si che assuma il controllo di tutta I’attivita
corticale da allora in avanti?’. Perché non ¢ infrequente che una ri-
sposta sbagliata possa avere temporaneamente questo effetto, e se ne
riscontri I’erroneita in una verifica successiva (p. 201).

La non conflittualita con altri assembramenti? ¢ alla fin fine il suc-
cesso nel tipo di comportamento che inducono® dovrebbero essere
le motivazioni per il rinforzo di tali assembramenti e, dunque, per il
loro mantenimento.

E una direzione di ricerca interessante da seguire e, tra I’altro,
spiegherebbe anche la base neurofisiologica dell’“intenzione delu-
sa” fenomenologica. Tuttavia ¢ una direzione di ricerca piu per i
neurofisiologi che per gli intuizionisti, perlomeno a breve termine.

2 Connes esprime questo criterio come segue: “L’illuminazione, quando si produ-
ce, non verte soltanto sull’oggetto in questione, ma anche sulla sua coerenza con
cio che il cervello ha gia capito e che conosce bene” (1989, p. 139).

3 Connes, precisando il dawinismo matematico prospettato da Changeaux, scrive:
“Ritengo che il darwinismo del funzionamento cerebrale si basi su meccanismi di
interferenze costruttive e di risonanze di gruppi, piuttosto che su un fenomeno di
selezione o di eliminazione”. Changeaux gli ribatte: “I meccanismi di interferenze
costruttive e di risonanze di gruppi possono allora essere considerati come dei
meccanismi di selezione propri del cervello” (p.137). Noi potremmo ipotizzare,
invece, una selezione naturale per gli assembramenti cellulare di ordine superiore.
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Perché, come potremmo stabilire, con questi parametri, cid che ¢
evidente? Al momento non sembra ipotizzabile un’apparecchiatura
che permetta di stabilire che connessioni sono attivate allorché il
soggetto pensa un certo ente matematico ed elabora una certa dimo-
strazione matematica. Dice Changeaux:

Questi ‘oggetti matematici’ si identificano con degli stati fisici del
nostro cervello in maniera tale che si dovrebbe potere in linea di
principio poterli osservare dall’esterno grazie a dei metodi di ico-
nografia cerebrale. La risoluzione di tali metodi ¢ ancora troppo
scarsa perché si possa effettivamente riuscire, ma 1’idea ¢ difendibi-
le (1989, p. 21).

C’¢ solo I’ipotesi di un’aritmetica innata, minima, comune a uomini
e animali, della quale, dunque “avremmo intuizione”, e che comun-
que puo essere considerato punto di partenza universale per la ma-
tematica, ipotesi che abbiamo visto presentata da Stanislas Dehae-
ne. Ma poi, oltre questa intuizione comune, ce ne sarebbero (gene-
ricamente) altre, non precisate. L’intuizionismo Brouweriano, nella
sua totalita, secondo Dehaene, sarebbe lo sviluppo di una intuizione
tra le tante possibili che noi avremmo. Ma cosa sono queste intui-
zioni non universali? Forse sono meglio definibili come intuizioni
relative ad un certo scopo. Ma nel caso dell’intuizionismo lo scopo
sarebbe di mettere in luce proprio 1’'universale umano, quindi il tipo
di intuizione messo in gioco non puo essere parziale, non condivisa.

Draltro canto, I’ipotesi della metafora suggerita da Lakoft potreb-
be essere un’altra via percorribile: le metafore universali potrebbero
essere gli schemi cognitivi “tipici dell’uomo”, comuni a tutti. Ecco
trovata una spiegazione plausibile e operatorialmente utilizzabile per
la conoscenza umana. Tuttavia, tre principali problemi sono aperti:
giustificare che la conoscenza di svolga principalmente tramite meta-
fore; stabilire su che base si individuino le metafore universali, speci-
ficare come nascono i domini obiettivi dell’aritmetica e delle classi.
La metafora L aritmetica e collezione di oggetti va dagli oggetti ai
numeri interi, ma questi ultimi da dove vengono?

Si puo, allora, pensare di rivolgersi, in alternativa, alla fenome-
nologia, stabilendo che “i limiti dell’umano” consistono in tutto ciod
che ¢ intersoggettivo, che € comune a qualunque soggetto pensabi-
le, che ¢ fattibile con le risorse umane, con le facolta umane.
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Che dire, allora, delle nozioni base intuizioniste? Sui numeri na-
turali piccoli non c’¢ discussione, ma per i numeri naturali grandi
sembrerebbe porsi il problema che essi sviluppano una capacita
umana (o piu capacita umane: distinguere, conservare, aggiungere)
pero oltre 1 limiti della fisicita (nel caso di numeri molto grandi).
Dobbiamo far ricorso al linguaggio scritto, alla forma? Dobbiamo
concepire il soggetto trascendentale come privo di corpo? Forse ci
basta veramente sapere che le facolta usate sono quelle umane. For-
se: sono domande aperte.

La nozione di negazione sembra venire fuori bene col sostegno
fenomenologico, perché la fenomenologia ci dice che lavoriamo
sempre su intuizioni parziali per migliorarle: quindi la negazione
come costruzione che non riesce ad essere compiuta, come inten-
zione delusa, € una nozione pienamente accettabile. Tuttavia restano
aperte le questioni che abbiamo presentato nel testo relative ai gradi
di evidenza delle nozioni matematiche intuizioniste. Sono questi gra-
di, elencati da Heyting, comuni e condivisi? Per essere fenomenolo-
gicamente accettabili, devono essere comuni e condivisi, in quanto
riferibili all’ego trascendentale. Sono gradi migliorabili o il loro li-
vello di evidenza ¢ intrinseco all’oggetto che si va a costruire? In
Heyting non c¢’¢ nulla che faccia pensare alla possibilita di un aumen-
to di evidenza prevedibile per queste nozioni, ¢ in Husserl, d’altro
canto, non sembra esserci un’idea di “fissita” dell’evidenza raggiun-
ta su di un oggetto (a meno che si tratti del livello di evidenza pie-
na, che, pero, egli ammette solo per la nozione di ego trascendenta-
le). E possibile ripensare a questa posizione di Husserl e prevedere
la possibilita di gradi permanenti di evidenza degli oggetti: si tratta,
comunque, di una ricerca ancora agli inizi.

La nozione di successioni di libera scelta, per essere accettabile
su base fenomenologica, deve avere una definizione compatibile
con le facolta umane (depurate dei limiti intrinseci legati
all’individualita). In questo senso, 1’accettazione di qualcosa che
presuppone o coinvolge I'infinito attuale non dovrebbe comunque
poter essere accettabile. Van Atten (2007) suggerisce due motiva-
zioni a sostegno della accettabilita fenomenologica delle successio-
ni di libera scelta: esse avrebbero la caratteristica di ”onnitemporali-
ta” e “condivisibilita delle conoscenze che si hanno al loro riguar-
do” tipiche degli oggetti matematici, anche se tali caratteristiche
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non risalterebbero a prima vista. L’onnitemporalita sarebbe data dal
perdurare nel tempo della loro composizione: cio¢, i segmenti ini-
ziali, una volta costituiti, non mutano. La condivisibilita delle cono-
scenze riguarderebbe, appunto, tali segmenti iniziali, conoscenze
che, comunque, sarebbero le uniche anche disponibili all’ego tra-
scendentale che “sceglie” (poiché lo fa liberamente, neppure esso
puo sapere qualcosa delle sue scelte future).

Quest’ultima caratteristica, perd, merita qualche riflessione ulte-
riore. Noi stiamo parlando dell’ego trascendentale, che ¢ sciolto da
ogni riferimento all’individualita. Cosi non possiamo immaginare un
singolo soggetto che sceglie liberamente la sua successione e poi
man mano la comunica agli altri. (Tra I’altro, detto per inciso, se si
affrontasse la questione in questi termini, rimarrebbe “scoperto”
I’attimo in cui il soggetto ha scelto e non ha ancora comunicato agli
altri la sua decisione relativamente al passaggio successivo.) Bensi
dobbiamo pensare a tutte le possibile successioni di libera scelta
che un essere umano potrebbe comporre. Attuando una variazione
eidetica su di esse, potremmo giungere a trovarne 1’eidos. Per quan-
to riguarda la struttura generale della successione, I’eidos sarebbe
una successione che parte da un punto e procede linearmente, cio¢
con un solo successore ad ogni nodo; poi una successione che bi-
forca ad ogni nodo; un’altra che triramifica ad ogni nodo;...;
un’altra che parte da due nodi, ecc. Poi, focalizzandoci anche sulla
scelta dell’oggetto da associare ad ogni nodo, I’eidos sarebbe dato
da una qualunque entitd messa in corrispondenza del primo nodo;
una qualunque altra entita messa in corrispondenza del secondo no-
do, ecc. Non dobbiamo pensare tutte insieme queste possibilita, ma
dobbiamo semplicemente osservare lo “schema astratto” della for-
mazione di una successione di libera scelta: si compiono due scelte,
una relativa alla strutturazione della successione e un’altra relativa
alle entita da mettere ad ogni nodo. Stiamo parlando di eidos, quin-
di di schema astratto. Non ¢ rilevante la questione della condivisibi-
lita della scelta effettuata da un singolo individuo. Si riconosce
semplicemente all’“‘essere umano” la capacita di formare tali suc-
cessioni. Questa capacita € cio che deve essere condivisibile.

Se si pensa ai controesempi Brouweriani a proprieta classiche, si
nota che viene usato il riferimento alla conoscenza che il soggetto
creativo ha al momento della formazione di quella specifica succes-
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sione di libera scelta relativamente ad un certo asserto matematico.
Per evitare I’accusa di psicologismo, occorre precisare questa “co-
noscenza ad un certo momento” del soggetto creativo in termini di
“conoscenza della comunitda matematica in quel certo momento”.
Per sapere se tale procedimento ¢ fenomenologicamente accettabile,
dobbiamo chiederci se il soggetto trascendentale, cio¢ I’uomo, ha la
facolta di scegliere un numero in riferimento a cio che la comunita
sa in un certo momento a proposito di un certo asserto matematico.
E vero che viene introdotto I’elemento temporale, pero ¢ dell’intera
comunita, non del singolo individuo. Il soggetto trascendentale puo
in qualunque momento (e qui sta la sua onnitemporalitd) scegliere
un numero in rapporto a cid che la comunita sa in un determinato
momento. E una sua capacit, e il dato che gli serve & comune e
condivisibile.

Cioé, io sono d’accordo con van Atten che le successioni di libe-
ra scelta siano accettabili come oggetti matematici, ma con una mo-
tivazione diversa.

Si noti che la prospettiva fenomenologica non pone il problema
del platonismo, non erge muri contro la convinzione che gli enti
matematici abbiano una realtd autonoma rispetto all’'uomo che li
pensa: si tratta di una questione fuori dall’ambito fenomenologico®.

Invece, un atteggiamento antiplatonista esplicito appare in
Brouwer, dove ogni costituzione di oggetti avviene solo nella mente
dell’uomo e deve avvenire cosi altrimenti ’'uomo avrebbe un moti-
vo, un buon motivo per uscire dal Sé, ad esplorare gli innocentissi-
mi, puri, enti matematici.

Heyting, dal canto suo, rilevava la presenza di difficolta a
rendere precisi i dettagli della posizione platonista. Egli, nel 1956,
si esprimeva cosi:

[...] some world of mathematical things existing independently of
our knowledge [...] But I repeat that mathematics ought not to de-
pend upon such notions as these. In fact all mathematicians and
even intuitionists are convinced that in some sense mathematics
bear upon eternal truths, but when trying to define precisely this
sense, one gets entangled in a maze of metaphysical difficulties.

4 Questo fatto viene messo in luce anche da Martin-L6f (1987).
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The only way to avoid them is to banish them from mathematics
(19564, p. 3).

Mentre, nel 1958, piu succintamente, diceva: “To me personally the
assumption of an abstract reality of any sort seems meaningless”
(1958b, p. 278).

Dunque, I’intuizionismo, nell’impostazione di Heyting, non si
poneva il problema se gli enti matematici potessero avere una realta
anche al di fuori dell’intelletto, proprio perché sosteneva che tutta la
nostra modalita conoscitiva sta dentro il nostro intelletto. Anche in
questo, I’intuizionismo — almeno quello di Heyting — sembra ben
collimare con la fenomenologia.

Ci sono buoni motivi, dunque, per un incontro tra intuizionismo
e fenomenologia, incontro che deve prevedere un dialogo su tutte le
questioni che esso apre: in primis, quella relativa allo statuto
dell’evidenza piena e incontrovertibile, che per la fenomenologia ¢
una meta ideale, mai raggiungibile se non per quanto riguarda 1’ego
trascendentale.
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